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Kapitel 1

Beispiele von
Differentialgleichungen

1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

1.1.1 Federpendel

Das Hook’sche Gesetz besagt, dass sich die Riickstellkraft einer Feder linear zur Auslen-
kung x(t) verhalt:

F(t) = —Dux(t).

Diese Kraft F' wirkt wie eine Beschleunigung a auf das Gewicht (siehe Abb. 1.1)

Die Beschleunigung a ist die Ableitung der Geschwindigkeit v(t), also v'(t) = af(t),
wéhrend die Geschwindigkeit die Ableitung der Ablenkung x(t) ist, d.h. a/(t) = wv(t).

A

Aufhingung

Feder der Kraft-
konstanten D

Bewegung

Abbildung 1.1: Federpendel mit Massse m.
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Insgesamt erhalten wir
2'(t) = ——ua(t). (1.1)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Lésungen dieser Gleichung sind
von der Gestalt

z(t) = asin(wt)+ Fcos(wt)

mit der Frequenz w = \/c¢/m. Die Parameter «, 8 € R sind bislang noch beliebig. Fiigt
man der Gleichung (1.1) noch Anfangsbedingungen hinzu, z.B.

z(ty) = a, 2'(tg) = b,
so lassen sich aus a und b auch «, 8 bestimmen.

1.1.2 Populationsmodell in der Biologie

r(t) = Rabbits / Kanninchen und f(t) = foxes / Fiichse.
1. unbeschrénkter Futtervorrat fiir Kanninchen

2. Kaninchen einzige Nahrung fiir Fiichse

r(t) = r(t) —ar(t)f(t)
fiit) = —ft)+ar(t)f(t)
r(0) = 7o

f0) = fo

Als System schreibt sich dies auch in der Form

/
T 1 0 T +arf -1
= ar
f 0 -1 f 1
Im Fall o = 0 sind beide Gréfien entkoppelt und die Losung lautet einfach

r(t) = roexp(t) exponentielles Wachstum

fit) = foexp(—t) exponentielles Verschwinden .

Im Fall a > 0 dezimieren die Fiichse die Kaninchen. Die Differentialgleichung wird dann

nichtlinear.
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1.1.3 Chemische Reaktionskinetik

Drei chemische Stoffe Ay, Ay, A3 die gemif3 des folgenden Reaktionsmechanismuses rea-

gieren:
A —)AQ, A2+A3—>A1—|—A3, 2A2—>A3

Diese drei Reaktionen laufen mit jeweiligen Reaktionsgeschwindigkeiten k1, k2 und ks ab.
In der zweiten Reaktion wirkt Az wie ein Katalysator. Die zeitlichen Anderungen der

jeweiligen Konzentrationen ¢;, i € {1,2,3} lauten:

At) = —kicr(t) + kaca(t)es(t)
0/2 (t) = k:101 (t) — k’QCQ (t)C[J, (t) — 2k302 (t)
() = 2kgea(t).

1.1.4 Lorenz-System

Das Lorenz-System ist abgeleitet von den Navier-Stokes Gleichungen, die erheblich kom-
plezierter sind und Stromungsvorgénge beschreiben. Das vereinfachte System besteht aus
drei skalaren, zeitabhéngigen, miteinander gekoppelten Groflen:

2(t) = —ox(t)+oy(t)
y(t) = ra(t) —y(t) —2(t)z(t)
2(t) = xt)y(t) —bz(t).

Interessant ist dieses nichtlineare System besonders fiir die Parameter o = 10, b = 8/3 und
r = 28. Als Anfangswerte wéhlen wir (zg, y0, 20) = (1,0, 0). Es zeigt sich, dass diese System
eine eindeutige Losung fiir beliebiges ¢ > 0 besitzt. Allerdings ist diese Losung extrem
instabil in dem Sinne, dass kleinste Anderungen in den Anfangswerten zu einer starken
Verstiarkung fithren. Fiir t = 25 besitzt der Verstirkungsfaktor die GréSenordnung 108.
Eine analytische Losung gibt es nicht und eine numerische Berechnung (Approximation)
fiir grofe Zeiten ¢t (> 25) ist aufgrund dieser Instabilitét praktisch nicht moglich. Man kann
den zeitlichen Verlauf als Kurve im Raum darstellen indem man x,y, z als die jeweilige
Koordinate betrachtet.
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*Lorenz Attraktor.txt? using 2:3:4

sa
45
48
25
L]
25
EL]
15
18

Abbildung 1.2: Trajektorie des Lorenz-Systems (x(t),y(t), z(t)).

1.2 Partielle Differentialgleichungen

Bei den bisherigen Beispielen hatten wir es stets mit Ableitungen beziiglich einer Va-
riablen ¢t (hdufig die Zeit) zu tun. Unter partiellen Differentialgleichungen versteht man
Differentialgleichungen, bei denen man in mehrere Richtungen ableitet.
Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung lautet
gu(m t) — ﬁﬁu(x t) = f(x,t) (x,t) € (a,b) x (0,T)
at Y 8:1:2 Y - ) ) Y ) )
u(a,t) = u(b,t) = 0  te]0,1],
u(z,0) = wp x € (a,b).

Hierbei bezeichnet x die Warmeleitfahigkeit des Materials und f eine &uflere Warmequelle.
Dariiberhinaus treten hier sogenannte Randwerte an den Stellen £ = a und x = b auf. Die
Temperatur soll hier 0 betragen. Die anfangliche Warmeverteilung ist durch ug gegeben.
Selbstverstandlich gibt es auch Verallgemeinerungen in mehrere Raumdimensionen.



Kapitel 2
Analytische Grundlagen

In diesem ganzen Abschnitt sei 2 C R™ offen, I ein reelles Intervall und D = I x Q.

2.1 Existenz von Losungen bei Anfangswertaufgaben

Wir betrachten die allgemeine Anfangswertaufgabe (AWA) zu f € C(D). Gesucht ist
u € CY(I,Q), so dass

u(t) = f(t,u(t)) tel,
u(to) = wuo. (2.2)

Im Fall, dass f (affin) linear ist lésst sich dieses Problem darstellen in der Form f(¢,z) =
A(t)x + b(t). In diesem Fall spricht man von einer linearen Differentialgleichung. Dies
werden wir im néchsten Abschnitt behandeln.

Wir bezeichnen eine abgeschlossene Kugel mit Radius 7 > 0 um wg in einer Norm | - |
mit B, (up) := { € R"| |z — ug| < r}. Der folgende Satz liefert uns lokale Existenz von
Losungen.

Satz 2.1 (Existenzsatz von Peano) Sei f € C(Z,R") auf dem Zylinder Z = T x
B,(ug). Dann existiert eine Losung u € C*(J, By (ug)) der AWA (2.1)-(2.2) mit

J = INfto—eto+e und € := R
| flzee(2)

Beweis. Den Beweis erhélt man beispielsweise iiber die Formulierung eines numerischen
Verfahrens (expliziter Euler/Polygonzugverfahren), den Grenziibergang Gitterweite h — 0
und den Satz von Arzela-Ascoli. a

Im allgemein Fall benttigt man fiir die Existenz von globalen Losungen, also u €
C1(I,R™), zum Beispiel eine Beschriinkung von f:



M. Braack Analytische Grundlagen

Satz 2.2 Sei f € C(I x R",R"™) mit der Wachstumsbeschrinkung

If @) < a@lzl+8(E)  V(tz) el xR,

wobei a, B € C(I). Dann besitzt die AWA (2.1)-(2.2) eine globale Losung u € C*(I,R").

Lineare Anfangswertaufgaben erfiillen diese Wachstumsbeschrinkung. Dies werden wir im
iiberndchsten Abschnitt behandeln.

2.2 Eindeutigkeit von Losungen bei Anfangswertaufgaben
Die Eindeutigkeit ist i.a. aber nicht gegeben. Hierzu betrachten wir das Beispiel

d(t) = (), t>0,

u(0) = 0.

Hier ist u = 0 eine globale Losung. Aber es gibt noch unendlich viele andere Lésungen,
némlich

u(t) = 0, t<ec,
ol G- t>e
Hierbei handelt es sich um eine nichtlineare Differentialgleichung. Existenz und Eindeu-

tigkeit erhélt man allerdings, wenn man eine Lipschitz-Bedingung an f voraussetzt.

Definition 2.3 f € C(D,R") heifst lipschitz-stetig bzgl. =, wenn ein L € R existiert, so
dass

If@x) = fE& 9l < Llz—yl V() (ty) €D.
Eine etwas schwiichere Bedingung ist eine sogenannte Lipschitz-Bedingung:

Definition 2.4 f € C(D,R") erfiillt eine Lipschitz-Bedingung bzgl. x, wenn ein L € C(I)
existiert, so dass

[f(tx) = fty)l < LMz -yl ¥t 2),(ty) e D.
Wir bezeichnen den Raum dieser Funktionen mit Lip(D,R™).

Es ist offensichtlich, dass die Lipschitz-Stetigkeit eine stérkere Eigenschaft ist als eine
Lipschitz-Bedingung. Im Fall einer unbeschrinkten Menge €2, kann man die Lipschitz-
Bedingung sogar noch schwicher formulieren (lokale Lipschitz-Bedingung), indem man
die Funktion L(t) abhingig macht von jeweils einer kompakten Menge K C €2, aus der x
und y zu wihlen sind (anstelle von ganz ).
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Satz 2.5 (Picard-Lindelsf) FEs gelte f € Lip(Z,R"™) auf dem Zylinder Z = I x B, (up).
Dann besitzt (2.1)-(2.2) auf J := I N [to — €,t0 + €] mit € := r/|f| () eine eindeutige
Lésung u € CL(J, By (ug)).

Der Beweis dieses Satzes kann gefiihrt werden mittels einer integralen Darstellung der
Anfangswertaufgabe. Diese wird uns auch bei der Konstruktion von numerischen Schemata
helfen. Integration von (2.1) liefert

u(t) = wup+ t f(s,u(s))ds.

Stetig differenzierbare Losungen u dieser Integralgleichung sind offensichtlich auch Losun-
gen von (2.1). Durch die rechte Seite dieser Gleichung wird nun ein Operator definiert, der
aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt w besitzt. Dies ist die gesuchte
Losung. Da der Fixpunktsatz auch Eindeutigkeit liefert, erhélt man auch die Eindeutigkeit
der Losung der Differentialgleichung.

Der Satz von Picard-Lindelof liefert i.a. nur lokale Losungen. Allerdings ist die Situation
im Fall einer linearen AWA vom Typ (2.4) mit einer konstanten Matrix A weniger kritisch,
denn hier kann man r beliebig grof wihlen, ohne dass dies einen Einflufl auf | f] ;0 (p) <
c| A| hat. Man kann somit auch e beliebig grofi wihlen, so dass wir den Beweis von Satz 2.7
im Fall von konstantem A erhalten.

Hierdurch decken wir auch lineare Anfangswertaufgaben mit A € C(I,R™*") ab.

Korollar 2.6 Im Fall f € Lip(I x R",R"™) mit |f|ec(rxrn)y < 00 existiert eine globale
Lésung u € CH(I,R™) von (2.1)-(2.2) und diese ist eindeutig.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Satz 2.2 mit a = 0 und 8 = | f|eo(7xrn)- O
Diese Beschranktheit von f ist selbstverstédndlich eine sehr starke Voraussetzung. Nicht
einmal die Identitét f(z) = = oder andere lineare Funktionen f(x) = Az mit einer Matrix
A # 0 erfiillen diese Eigenschaft.

2.3 Lineare Differentialgleichungen

Unter einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung in einem offenen, halboffenen oder
abgeschlossenen Intervall I C R versteht man Gleichungen der Gestalt

u'(t) = A(t)u(t)+b(t) tel, (2.3)

mit einer stetigen Matrixfunktion A € C(I,R™*") und stetigen Daten b € C(I,R™). Im
Fall b # 0 ist diese Gleichung inhomogen, wihrend man im Fall b = 0, also

u'(t) = Al)u(t) tel, (2.4)
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von einer homogenen linearen Differentialgleichung spricht. Wir wollen kurz ein paar
Losungsprinzipien fiir solche Gleichungen wiederholen. Zunéchst wissen wir, dass sowohl
das homogene wie auch das inhomogene System zusammen mit Anfangswerten an einem
Punkt ¢ty € I

u(to) = Up (2.5)
stets eindeutig l6sbar ist:

Satz 2.7 Die Anfangswertaufgabe (2.3), (2.5) besitzt fir beliebige A € C(I,R"™*™), b €
C(I,R") lokal stets eine eindeutige Losung u € C1(J,R™) mit J = I N [to — €,to + €] und
einem € > 0.

Bemerkung: Die Losung existiert sogar global. Fiir den Beweis bendtigen wir aber das
Lemma von Gronwall, welches erst spiter bewiesen wird.
Beweis. Die zugehorige Funktion f lautet

fit,z) = A(t)z+b(t).
Diese erfiillt eine Lipschitz-Bedingung, denn
Ift2) = fEw)l = [AB @ =y < [ADIrlz -yl

mit der Frobenius-Norm | - |p von A(t). Da Normen stetig sind und A stetig ist, folgt
f € Lip(I x R™"/R™). Der Satz 2.5 von Picard-Lindelof liefert daher die Existenz und
Eindeutigkeit einer lokalen Lésung. d

Definition 2.8 Unter einer Fundamentalmatrix X (t) € R™*"™ versteht man eine Matriz-
funktion X € C*(I,R™ ™), die die Differentialgleichung

X'(t) = AWX(t) vtel
erfillt und an einer Stelle tg € I regulir ist, also det X (to) # 0.

Im Fall, dass X zum Zeitpunkt to die Identitét st, also X(t9) = I, redet man von der
Hauptfundamentalmatriz X.

Satz 2.9 Fundamentalmatrizen sind fiir beliebige t € I reguldr, also
X e CY(1,GI(n,R)).

Beweis. Die Regularitit fiir alle ¢ € I folgt aus Satz 2.7: Seien u;(t), i € {1,...,n},
die Spaltenvektoren (-funktionen) von X(t¢). Diese erfiillen (2.4). Angenommen es gelte
det X (¢*) = 0. Dann existieren Koeffizienten a;, so dass fiir die Funktion

n
w = E a;U;
=2
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oBdA gilt u;(t*) = w(t*). Dann sind aber sowohl w als auch u; Losungen der AWA (2.4)
mit Anfangswerten u(t*) = w(t*). Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt nun w; (t) = w(t)
fiir t > ¢*, also det X (¢) = 0 fiir ¢ > t*. Mit dem gleichen Argument (riickwérts in der Zeit
t) folgt die Singularitdt von X (¢) fiir ¢ < ¢*. a

Satz 2.10 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.9 existiert stets eine Fun-
damentalmatriz X (t).

Beweis. Wir wihlen in (2.5) als ug sukzessive eine Basis des R™. Da (2.3), (2.5) stets
eine Losung besitzt, erhalten wir durch Zusammenfiihren dieser n Lésungen in Form von
Spaltenvektoren die Matrixfunktion X (¢). Diese liefert uns X (), wobei X (to) gerade aus
der urspriinglich gewéhlten Basis besteht und somit regulér ist. a
Fiir die Wronski-Determinante W € C(I,R),

W(t) = det X(¢)

einer Fundamentalmatrix gilt also W (t) # 0 fiir alle ¢ € I.
Kennt man eine/die Fundamentalmatrix X (¢), so 148t sich hieraus eine beliebige Losung
u von (2.4) konstruieren, die zudem die Anfangsbedingung (2.5) erfiillt, denn

mit ¢ = X (tg) lug ist dann eine Losung.
Fiir die inhomoge Gleichung (2.3) macht man den Ansatz

Nun folgt
u'(t) = X'(t)e(t) + X)) = AB)X([t)c(t) + X () (t) = At)u(t) + X(t)(t).
Man muf} also ¢(t) so bestimmen, dass X (t)c/(t) = b(t) gilt. Dies lautet umgeformt, wenn
c(t) stetig differenzierbar ist:
t t
c(t) = c(to) +/ d(s)ds = c(to) + | X(s)7'b(s)ds.

to to

Um auch noch die Anfangsbedingungen zu erfiillen, withlt man c(tg) = X (tg) ~!ug. Insge-

samt erhalten wir somit folgenden Satz:

Satz 2.11 Bei gegebener Fundamentalmatriz X (t) lautet die Lésung von (2.3) mit An-
fangswert (2.5)

u(t) = X(t) (X(to)luo—i— tX(s)lb(s)ds>.

to
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2.3.1 Autonome lineare Systeme

Nun wollen wir eine solche Fundamentalmatrix X (¢) fiir autonome lineare Differentialglei-
chungen finden, d.h. die Matrix A in (2.3) héngt nicht mehr von ¢ ab, sondern ist konstant.
In diesem Fall lautet die Fundamentalmatrix wie im folgenden Satz gegeben:

Satz 2.12 Die Hauptfundamentalmatriz zur homogenen linearen Differentialgleichung (2.4)
fiir konstantes A ist fiir to = 0 gegeben durch

Lk
X(t) = exp(td) = %A’“. (2.6)
k=0

Beweis. Es gilt offensichtlich X (0) = exp(0A) = I. Fiir jede submultiplikative Matri-

zennorm | - | gilt

=1
IX@®)| < Z@HMH’“ < exp([tA]) = exp(|t||A]).
k=0

Damit konvergiert die auftretende unendliche Reihe auf jedem kompakten Intervall J C [
gleichméfig. Folglich diirfen wir differenzieren:

X'(t) = %exp(tA) = Aexp(tA) = AX(t).

a
Allerdings ist X (¢) durch (2.6) noch nicht ohne weiteres berechenbar. Wir schrénken uns
weiter ein und setzen zusitzlich voraus, dass A symmetrisch ist, d.h. es existiert eine
regulire Matrix S € R™ ", so dass D = ST1AS € R™" eine Diagonalmatrix ist. Wegen
AF = (SDS™1)F = SD¥S~! lautet in diesem Fall die Hauptfundamentalmatrix

X@) = Z%SD’“S*1 = S(Z 2,D’“> S~1 = Sexp(tD)S'.
k=0 " k=0 "

Die Matrix exp(tD) berechnet sich hierbei einfach, indem man elementweise die Exponen-
tialfunktion anwendet, also wenn \; die Diagonalelemente von D bezeichnet,

exp(tD) = diag(exp(tA1),...,exp(tA,)).

2.4 Stabilitdt von Anfangswertaufgaben

Wir betrachten nun die AWA (2.1) mit zwei unterschiedlichen Anfangswerten und fragen
uns nach der zeitlichen Entwicklung. Dies ist beispielsweise relevant bei Stérungen in den
Anfangswerten. Sei also u € C1(I, Q) Losung von (2.1) mit den Anfangswerten

u(to) = up, (27)
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und v € CY(I,Q) Losung von (2.1) mit den Anfangswerten
v(t)) = wo. (2.8)

Fiir den Fehler e(t) := |u(t) — v(t)| gilt im Fall einer lipschitz-stetigen Funktion f:
¢
e(t) = e(0)+ t [f(t,uls)) = f(t v(s))] ds
0

< 6(0)+L/te(s)ds.

to

Hieraus 148t sich noch nicht direkt eine nutzbare Grenze fiir e ableiten, da auf der rechten
Seite ebenfalls der Fehler e erscheint. Daher benétigen wir das folgende zentrale Lemma,
das von extremer Wichtigkeit fiir die Analyse von Differentialgleichungen ist:

Lemma 2.13 (Gronwalll) Seien I = [a,b], « € R, 3 > 0 und u € C(I) mit der oberen
Schranke

¢
u(t) < 04—1—5/ u(s) ds Vtel,
Dann gilt
u(t) < aelt=8 Vtel.

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ € C1(I) definiert durch

t
o(t) = e(“t)ﬁﬁ/ u(s)ds.
a
Da p(a) = 0 und ¢ stetig differenzierbar ist, gilt nach Voraussetzung an u:

t
@By (t) < el B —i—e(a_t)ﬁﬂ/ u(s) ds
= el 4 o(t) — p(a)

t
= ae(“_t)ﬁ—}—/ ¢'(s)ds.

Den hierbei auftretende Integranden berechnen wir mit der Produktregel der Differential-
rechnung und schétzen ihn nach oben ab:

Pty = P Bu(t) - Be(t)
ela=8g <u(t) —B | u(s) ds)

< eleD8gq.
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Wir setzten dies ein und berechnen das Integral per Substitution (s — £ := (a — s)5):
t
@ y(t) < el P 4 Ozﬁ/ el@=9)8 s

(a—1)B
= ael@ D8 _ a/ e de
0

= el _q (e(“*t)ﬁ - 1)

= .

Multiplikation beider Seiten mit e(~%# ergibt die Behauptung. a
In den folgenden Lemmata sei wieder D = I x €. Eine obere Schranke fiir |u — v| liefert
uns das folgende Lemma:

Lemma 2.14 f € C(D,R") sei lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fiir
die Losungen u,v von (2.1) mit den Anfangsdaten (2.7) bzw. (2.8):

[(u =) < Juo —wole" ) veel.

Beweis. Wir wollen auf die Fehlerfunktion e(t) := |(u — v)(t)| das Lemma 2.13 von

Gronwall anwenden. Hierzu verwenden wir die Integraldarstellung fiir den Fehler,

u(t) —o(t) = u(to)—’v(to)+/ (f(s,u(s)) = f(s,0(s))) ds.

to

Also folgt mit der Dreiecksungleichung und der Lipschitz-Eigenschaft von f fiir beliebiges
tel:

e(t) < e(to)+ t [f(s,u(s)) = f(s,v(s))| ds

< e(to) +L/te(s) ds.

to

Das Lemma 2.13 liefert nun die Schranke:
e(t) < el(ty)elli—to),

Dies ist gerade die Behauptung. d
Alternativ kann man die Situation betrachten, dass anstelle der Anfangswerte die Funktion
f etwas geiindert/gestort ist. Sei dazu w € C*(I, ) Losung von

w'(t) = gt,w(t) tel, (2.9)
mit den Anfangswerten

w(a) = wup. (2.10)
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Lemma 2.15 Seien f,g € C(D,R") und f sei lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Dann gilt fir die Losungen u von (2.1),(2.7) und w von (2.9),(2.10):

lw=—w)®] < (1) weel,

£
L
wobei ¢ = |f ~ glpefag = max{1f(s,") ~ g(s, o a <5 < 1},

Beweis. Wir betrachten wieder die Fehlerfunktion e(t) := | (v — w)(¢)| und wenden das
Lemma von Gronwall an. Die Integraldarstellung liefert nun fiir ¢ € I:

e(t) = / (F(s,u(s)) — g(s, w(s)) ds

IN

/ (1F (5, u(s)) — f(s5,w(s))] + € ds
< /(Le(s)—i—e)ds.

Wir betrachten ferner e(t) := e(t)+¢/L. Fiir diese Grofie ergibt sich mit dieser Abschétzung:

€

t
e(t) < +L/ e(s)ds.
L a
Die Anwendung des Lemmas von Gronwall auf e liefert:

o) < %eﬂt*a) .

Nun fithren wir dieses Ergebnis zuriick auf e und erhalten die Behauptung;:

< = .

a
Nun kombinieren wir diese beiden Ergebnisse und betrachten die Kombination aus gestorten
Anfangswerten und gestérter Funktion. Sei also w € C*(I,Q) die Lésung von

w'(t) = g(t,w(t)) tel, (2.11)
w(a) = wp. (2.12)

Eine obere Schranke fiir die zeitliche Entwicklung des Fehler fassen wir in folgendem Satz
zusammen.

Satz 2.16 Seien f,g € C(D,R™) und f sei lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Dann gilt fir die Losungen w von (2.1),(2.7) und w von (2.11),(2.12):

[(u =)D < er®)uo —wol + 2O f = glrey  VEET,

mit c1(t) = eLt=a) ynd ca(t) = L1 (eL(t*a) _ 1).
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Beweis. Dreiecksungleichung aus den beiden vorherigen Sétzen. a
Spéter bendtigen wir die folgende erweiterte Version des Lemmas von Gronwall:

Lemma 2.17 (Gronwall) Sei I = [a,b], u : I — R stickweise stetig mit der oberen
Schranke

u(t) < alt) +/ B(s)u(s)ds Vtel,

wobet o : I — R nicht-fallend und B : I — R>q stiickweise stetig. Dann gilt

wt) < alt) exp </at6(s)ds> wel.

Beweis. Die Funktion
t
/ B(s)u(s)ds

ist differenzierbar (aber nicht unbedingt in C*(I)), denn ¢’(t) = B(¢)u(t). Ferner sei

@) = ult) — ().
Es gilt dann ¢'(t) = B(t)(p(t) + ¥(t)). Also ist ¢ Losung der linearen AWA

) = Bl)e)+BMY(E) tel,
pla) = 0.

Diese AWA ist zwar linear, hat aber nur stiickweise stetige Koeffizienten. Durch stiickweise
Betrachtung 18t sich zeigen, dass auch hier eine eindeutige Losung existiert (Ubungsauf-
gabe). Die Losung erhalten wir iiber die Fundamentalmatrix X (), die in diesem Fall eine
skalare Funktion ist:

X(t) = exp(w(t) mit w(t) ::/B(s)ds

Nach Satz 2.11 lautet die Losung dieser AWA

X(1) / X ()7 B(s)p(s) dis

Wegen 9(s) < a(s) < a(t) folgern wir

olt) < aft)exp(u(t)) / exp(—w(s))B(s) ds

= «at)exp(w(t)) /ds exp(—w(s))) ds

IN
Q ©
—~
&
o o
“oooXM
o ’U
~—
S 3
==
[[——
o |
= o
N— x
o}
/—\
’;o?
=
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Mit der Definition von ¢ und der Voraussetzung fiir u folgt nun

w) < al)+p) = atjesn{ [ tﬂ(S)dS}-

a
Die einfache Version (Lemma 2.13) ergibt sich aus Lemma 2.17 indem wir die konstanten
Funktionen a(t) = a und §(t) = § wihlen:

u(t) < «aexp </:Bds> = aexp((t —a)B) Vtel.

Fiir die Analyse diskreter Schemata benétigen wir eine diskrete Version des Lemmas von
Gronwall:

Lemma 2.18 (Diskretes Gronwall’sches Lemma) Seien (un)neny, (an)neNgs (On)nen,
Folgen in R>q, (an)nen, sei nicht-fallend und es gelte

n—1
uyg < ag und u, < an—l—Zbiui Vn € N.
i=0

Dann folgt

n—1
Uy < Qpexp (Z bi> .
i=0
Dieses Lemma ld8t sich einfach per vollstindige Induktion beweisen. Wir verwenden al-
ternativ hierzu die kontinuierliche Version von Gronwall.

Beweis. Dieses Behauptung 148t sich auch in integraler Form formulieren. Hierzu setzen
wir I = [0,00) und stiickweise stetige Funktionen o, 8, u : I — R:

mit ¢ = int(¢). « ist nicht-fallend. Nach Voraussetzung gilt nun

u(t) < aft) —1—/0 B(s)u(s)ds  Vtel.

Nach dem erweiterten Gronwall’schen Lemma 2.17 folgt nun die Behauptung;:

un = u(n) < afn)exp < /O " 8(s) ds> = anexp (211)) .

Gelegentlich wird auch folgende Variante benutzt:
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Lemma 2.19 (Diskretes Gronwall’sches Lemma) Sei (up)nen, €ine Folge in Rxq,
mit uy < a+ buy—1 fiir alle n € N, wobei a,b > 0. Dann gelten folgende Implikationen:

ug + na fallsb=1
e~ Dy + %a falls b> 1,

bug + G ta falls 0 < b<1.

IN

Un



Kapitel 3
Einschrittverfahren

Wir wéhlen im Intervall I = [a,b] diskrete Zeitpunkte, a = t9p < t; < ... <ty = b
und setzen als Teilintervalle I = [ty_1,t;) mit jeweiligen Lingen hy = tp — tx_1. Die
maximale Lénge bezeichnen wir mit A = maxy—; . n hj. Die integrale Formulierung lautet
auf solchen Teilintervallen:

wlte) = ultar)+ [ f(s,u(s))ds.

tn—1

In Anlehnung an diese Darstellung versteht man unter einem Einschrittverfahren die re-

kursive Berechnung von Approximationen uZ von u(t,) in der Form

ul' = w4 @ (Rt ul g ult) . (3.1)

n

Das ® sollte also eine Approximation an den integralen Mittelwert von f sein. Charak-
teristisch ist hierbei, dass nur die Werte u” ; und ul (evtl. sogar nicht einmal beide) in
die Berechnung eingehen und nicht etwa die diskrete Losung an weiter zuriickliegenden
Zeitpunkten ¢ mit 0 < k < n — 1. Wenn die Verfahrensfunktion ®(h,t¢,u,v) unabhingig
von v ist, so spricht man von einem ezpliziten Verfahren, anderenfalls von einem impli-
ziten Verfahren. Bei impliziten Verfahren miissen i.d.R. nichtlineare Gleichungssysteme
gelost werden (sofern f nichtlinear ist). Wir beginnen nun mit dem einfachsten expliziten
Verfahren.

3.1 Expliziter Euler

Das explizite Euler-Verfahren, oder auch Euler’sches Polygonzug-Verfahren genannt, er-
zeugt ausgehend von dem Startwert ul = ug eine Folge (ul),en, durch die rekursive
Vorschrift

ut = w4+ haf(tao1,ul ), n>0. (3.2)
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Wir erhalten also ein explizites Einschrittverfahren mit ®(h,t,z,y) = f(t,z). Dieses Ver-
fahren ist motiviert durch die Integraldarstellung der AWA und einer Aproximation durch
eine einfachen Quadraturformel

tn
u(ty) = u(tn-1)+ t f(s,u(s))ds
tn
~ U(tnfl)JF ) f(tnflvu(tnfl))ds

= U(tnfl) + hnf(tnfla u(tnfl)) .

Dieses einfache Verfahren (3.2) wird {iblicherweise dazu benutzt, um den eingangs erwahn-
ten Satz 2.1 von Peano zu beweisen. Wie wir anschlielend sehen werden ist das explizite
Euler-Verfahren sehr ungenau (von 1. Ordnung in der Gitterweite) und ist daher praktisch
kaum relevant. Dennoch ist es an dieser Stelle interessant, weil die Fehleranalyse exem-
plarisch ist fiir eine Vielzahl anderer Verfahren. Um die Genauigkeit dieses Verfahrens zu
beurteilen, schauen wir uns den sogenannten Abschneidefehler an.

3.1.1 Abschneidefehler

Unter dem Abschneidefehler (eng. truncation error) versteht man die Gréfle, die entsteht,
wenn man die exakte Losung in die Differenzenformel (3.2) einsetzt:

T = ) _h:(tnl) = [(tn—1,u(tn-1)) -

Dieser Abschneidefehler ist also eine rein lokale Grofie. Eine evtl. auftretende “Fehlerakku-

mulation” wird durch den Abschneidefehler nicht erfasst. Man nennt den Abschneidefehler
daher auch gelegentlich “lokalen Diskretisierungsfehler”.

Satz 3.1 Fiir die Losung u der AWA (2.1)-(2.2) gelte u € C*(I,9). Dann ist der Ab-
schneidefehler des expliziten Euler-Verfahrens von erster Ordnung (im Hinblick auf die
Gitterweite):

1
h
Il < §hn||uu||Loo(1n,Q)-

Beweis. Da u die AWA erfiillt, gilt

tn
T / W (s) ds —  (t1)

tn—1

= h;l/n (u'(s) — ' (tn-1)) ds

tn—1
tn
< h;lmax|u”(s)] / (s —tp—1)ds
SGIn tn71
— b max o (s)] 112 .
n SGITL "

Dies ist genau die Behauptung. a
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3.1.2 Globaler Fehler

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fehler zwischen der exakten Losung und der
diskreten Approximation an den diskreten Zeitpunkten. Wir setzen: Bezeichnung ein:

h
en = Julty) — .

Satz 3.2 Fiir die Losung u der AWA (2.1)-(2.2) gelteu € C*(1,Q). Ferner sei f lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fiir den Fehler des expliziten Euler- Verfahrens:

tn, — 1
en < exp{L(tn — to)} <50 + - m?g(hi”uﬁhw(zi,mo vn €{0,...,N}.

2 1<q

Beweis. Umformung der Definition des Abschneidefehlers liefert die Differenzenglei-
chung fiir die exakte Losung:

u(tn) = u(ty-1)+hnf(tn-1,u(tn-1)) + hnTh .
Hieraus ergibt sich fiir €, aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f:

en < en-t +hal f(tno1,ultn) = f(ta1,up 1) + hal7y ]
< eno1 + hnLlu(tn-1) = up 1| + ol 73] -

Per Induktion ergibt sich nun

n—1 n—1
en < g0ty hin(Lei+|Thal) < an+d b,
i=0 =1
mit
n
an = €0+Zhi”7}'hu und b, = Lhp1.
i=1

Nun verwenden wir die diskrete Version des Lemmas von Gronwall (Lemma 2.18) und der
Beobachtung 37 b; = L(t, — to):

En < anexp(L(tn_tO))

= exp{L(t, —to)} (50 + Z hi”Tz‘h”) :
i=1

Die Behauptung ergibt sich nun aus der oberen Schranke fiir den Abschneidefehler (Satz
3.1)

n
h h
> il < (ta —to) ax |77
i=1 ==
1 1!
< §(tn — to) 121?3}%{]” lu" | oo (1,0 } -
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3.2 Konsistenz von Einschrittverfahren

Der Abschneidefehler eines allgemein Einschrittverfahrens ist folgendermafien definiert:

oo Ult) _hu(t"_l)—@(hn,tnl,u(tn1),u(tn)). (3.3)

Definition 3.3 Ein FEinschrittverfahren (3.1) heifit konsistent (mit Konsistenzordnung
m), wenn fir den Abschneidefehler bei hinreichend regulirer Losung w fir h — 0 gilt:

max |7, ” = O(m™).

1<i<n

Mit anderen Worten: Es mufl eine Konstante C' € R und ein hy > 0 existieren, so dass

max |7 < Ch™ Vh € (0, h) .
1<i<n
Die Konstante darf vom Intervall I und von f aber nicht von h abhéngen.
Um Verfahrensfunktionen @ mit einer moglichst hohen Konsistenzordnung zu erstellen,

entwickeln wir u(t,41) mit einer Taylorentwicklung. Wir nehmen hier den skalaren Fall
an, Q C R, sowie u € C™T1(1):

m

1
u(tn) = ultn-1)+ Y. Eu(k) (tn_1)hE +
k=1""

1

mu(m+l) (g)hzﬂrl ’

mit £ € I,,. Setzen wir dies ein in die Definition (3.3) des Abschneidefehlers, so erhalten
wir

= Dt )hy Tt — @ (s ta ultnr), ultn)) + O(R))

k=1

??“;—l

Eine Konsistenzordnung von m erfordert daher

"1
®(hp, tno1, ultn_1), ultn)) = Zgu(k)(tn,l)hffl+0(h§)

k=1
m—1 1

= 2 g0 3
k=0 ’

Andererseits liefert die Taylor-Entwicklung von ® im Fall einer m-mal stetigen Differen-
zierbarkeit beziiglich des ersten Arguments (also bzgl. h) die Darstellung:

iy L

®(hp, tn1, u(tn_1) Z ol "8hk ®(0,t,u(t),u(t + h)) + O(h™).
k=0
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Kombinieren wir diese beiden Potenzreihenentwicklungen, so erhalten wir die Bedingung

—_

m—1

1 1
(k+1) ko _ Z 2k m
(k 4 1)'u (tn—l)hn - pad k'hn¢k + O(hn ) )

3

=
Il

0

%@(O, t,u(t), u(t + h)). Vergleichen wir die einzelnen Terme

in der Summe, erhalten wir die Bedingung fiir eine Konsistenzordnung von m:

mit der Bezeichnung ¢y, :=

(k+1dp = u® D (ta1) + O(RY).
Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Satz zusammen:

Satz 3.4 (Konsistenzkriterium) Fin Einschrittverfahren ®(h,t,z,y), dass m-mal ste-
tig differenzierbar bzgl. h ist, ist genau dann konsistent von der Ordnung m € N, wenn fiir
jedes u € C™FY(I) und alle k € {0,...,m — 1} gilt:

k

(k—i—l)%fb(o,t,u(t),u(t—l—h))—u(kH)(t) = OMm™*  wtel.

Im Fall eines expliziten Einschrittverfahrens ®(h,t,x) ist dies dquivalent zu:

8k
(k+ 15 ®0,tu(t) = uF @) viel.
Beweis. Der erste Teil ist oben gezeigt. Der zweite Teil (explizite ESV) folgt aus der
Beobachtung, dass die linke Seite unabhéngig ist von h. a

3.3 Taylor-Methoden

Die sogenannten Taylor-Methoden sind motiviert durch die Darstellung (3.4) indem man
die Summe bis zur Stufe s laufen 148t. Ferner verwendet man die Eigenschaft der Losung
fir 0 <k <m:
(k+1) d*
u (t) = ﬁf(t,u(t)).
Hierbei handelt es sich um die totale Zeitableitung, so dass fiir K > 2 auch Ableitungen
von u einflieBen. Dadurch erhélt man die expliziten Verfahrensfunktionen

s—1 hk dk
Orp(h t,x) = Zmﬁf(t’x)'
k=0 '

s bezeichnet dabei die Stufe des Verfahrens und entspricht geméfl der Konstruktion also
auch der Konsistenzordnung. Da diese Methoden explizit sind und nicht von y abhéngen,
haben diese Verfahrensfunktionen nur 3 Argumente.
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Satz 3.5 Die Taylor-Methode s-ter Stufe besitzt die Konsistenzordnung m = s.

Beweis. Wir benutzen das Konsistenzkriterium aus Satz 3.4. Es gilt fir 0 < j <s—1

. i s—1

o7 o nt

— =0 = 577 .

ah 7r(s)(hy t,u) =0 OhJ (kzzo (k+ 1)!u ) ’h:o

s—1 k—i
_ Z k! - hF—J 'u(k) ‘
Pt (k=) (k+1)! h=0
L)
Jj+1
Hierdurch sind die Konsistenzbedingungen bis zur Ordnung s nachgewiesen. a

Bei der einstufigen Taylor-Methode (s = 1) erhalten wir ®pp(y(h,t,2) = f(t,z), also das
explizite Euler-Verfahren. Fiir s = 2 ergibt sich

(I)TF(Z)(hﬂtvx) - f(t,.%') + g%f(tv x)

= f(t,z)+ g <§tf(t, x)+ (if(t,a:)x’(t)) )

Wenden wir dieses ® an auf die Losung u der AWA, so kénnen wir auch schreiben:

Brry(ht) = f(tult) 5 (G0 u) + 5 fu) ) )

Ab s > 2 treten also Ableitungen von f in der rechten Seite von (3.1) fiir die Taylor-
Methoden auf. Dies wird vermieden in den expliziten Runge-Kutta Methoden, die im
néichsten Abschnitt behandelt werden.

3.4 Runge-Kutta Methoden

Die Idee der Runge-Kutta Methoden besteht darin, die Ableitungen von f in der Taylor-
Entwicklung durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Es stellt sich heraus, dass hierdurch
die Konsistenzordnung im Fall von skalaren Gleichungen nicht verdndert wird. Wenn f
vektor-wertig ist bleibt die Konsistenzordnung zumindest fiir s < 4 erhalten.

Fiir s = 2 fithren wir zunéchst die folgenden zwei Approximationen durch:

d 1
G = (fE+hoult+h)) = f(tul?))
~ %(f(tJrhaU(t) +hftut)) — f(Eu)).

Diese Approximation wird nun in dem expliziten Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s = 2
verwendet:

s ta) = Flt2) + 5 (F(E+ b+ hf(62) — £(1,2)
1

- 5(f(t+h,ac%—hf(t,:t))+f(ta$))
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Wir erhalten also folgende rekursive Berechnung fiir RK(2):

hn
2

h

Up = UZ—l + [f(tm UZ—l + hnYn-1) + Yn—1

mit y,-1 = f (tn—1,UZ_1)- Die allgemeine Form einer Runge-Kutta Methode der Stufe
s € N lautet:

®RK(S)(h7t7x7y) == Zrzkz ) (35)
i=1
mit rekursiv definierten (von ¢, h,z und f-abhéngigen) Koeffizienten

iE{l,...,S}: ki = f(t—i-aih,l‘-i-bih), biIZZ%’jk‘j.
j=1

Die noch freien Parameter a;,7; und ~;; werden so gewihlt, dass ® RK(m)(h,t,x) eine
moglichst gute Approximation an den Taylor-Term @7 p () (h, t, x) ist, also

Pris(htz,y) = Prpi)(ht,z) + O(h7)

ist. Diese Parameter konnen in sogenannten Butcher-Diagrammen dargestellt werden:

ai | Y11 Y12 .-+ Vis
Y21 Y22

Qs | VYs1 - N
1 e cee Ts

An dieser Stelle sei nocheinmal explizit darauf hingewiesen, dass die Runge-Kutta
Methoden nicht ohne weiteres auf Systeme {ibertragbar sind.
3.4.1 Explizite Runge-Kutta Methoden

Runge-Kutta Methoden, bei denen im Butcher-Diagramm gilt v;; = 0 fiir ¢ < j heilen
explizite Runge-Kutta Methoden (ERK). Fiir diese gilt

ki = f(tv x) )
i—1
iE{Q,...,S}I k; = f(t+alh,x+bzh), bl:zry’l]k]
j=1
FEin paar Beispiele hierzu sind im Folgenden aufgefithrt. Die zugehorigen Butcher-Dia-
gramme sind in Tabelle 3.1 aufgefiithrt. Es sei hier noch angemerkt, dass es zu gegebenem

m sehr wohl mehrere Runge-Kutta-Methoden geben kann. Hier ist jeweils nur eine promi-
nente Moglichkeit ausgewé&hlt.
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0/0 0 0 O
00 0 0

0 0 i1l 0 0 0

00 13 00 2|2
11 0 2|2 10 3 0 0

1 — 1|1 2 0 2 2
11 S —— 10 0 1 0
6 3 6 1 1 1
6 3 3 6

Tabelle 3.1: Butcher-Diagramme fiir expliziten RK-Methoden fiir 1 < s < 4 (von links
nach rechts).

e s = 1: Expliziter Euler:
(pRK(l)(h7t7 $) = f(t,.’l?)
e s = 2: Heun-Verfahren:

arey(ht,a) = 5 (fa)+ [+ o+ [(t2)

h
up = up_y+ f(f(tn—l»UZ—l) + ftnsupyy + f(tn1,u 1))
e s = 3: Kutta-Verfahren 3. Ordnung:

1 2 1
d h,t = —ki1+ =k —k
ri(3)(h.t,2) gkt gka+ ok,
kl = f(tal‘)7
ky = f(t+h/2,x+k1h/2),
k‘g = f(t + h, Tr — k?lh + kah) .

e s = 4: Klassisches Runge-Kutta-Verfahren:

Prica(h,t,z) = (1374314- k2 + /<73+ k‘4,
ki = f(t,2),
ka = f(t+h/2,x+kih/2),
ks = f(t+h/2,2+ koh/2),
ks = f(t+h,z+ksh).

Dieses Verfahren hat eine Ahnlichkeit mit der Simpson-Regel fiir die numerische
Quadratur.

Das folgende Lemma macht eine Aussage dariiber, was passiert, wenn man eine expli-
zite Runge-Kutta Methode auf die lineare Differentialgleichung v’ = Au anwendet.
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Lemma 3.6 Fir eine explizite Runge-Kutta Methode der Stufe s fir f(t,z) = Az mit
A >0 gilt

y = T+ h(I)RK(S)(hatvaj) = p()\h)l‘,
mit einem Polynom p € Ps von echtem Polynomgrad s.
Beweis. Die explizite Runge-Kutta Methode lautet
S
y = o+ hPri(ht,x) = z+ thik:Z- .
i=1
Es geniigt daher zu zeigen, dass A~'k; = ¢;(\h)z, mit ¢; € P;_1, denn dann folgt, dass
S S
y = x+h Z riAg;i(Ah)x = (1 + A\h Z riqz-(/\h)) x = p(\h)z,
i=1 =1

mit p € P,. Wir fithren den Beweis per Induktion nach i. Fiir ¢ = 1 gilt A"tk =
AL f(t,x) = . Der Induktionsschritt lautet nun wegen f(t,z) = Az:

Aflki_t,_l = Ailf ST+ h Zﬁ/ijkj
j=1
= x+ h Z’}/ijk‘j
j=1
= | 1+hAY g () | @
j=1
= git1(Ah)z,
mit g;4+1 € P;. Es gilt ferner deg¢;11 = 1+ deggq; = . a

Satz 3.7 Fine s-stufige explizite Runge-Kutta Methode besitzt die maximale Konsistenz-
ordnung m = s.

Beweis. Wir betrachten folgende konkrete lineare AWA zu beliebigem A > 0

u(t) = Au(t) t>0,
u(0) = 1,

und zeigen hierfiir, dass sich der Abschneidefehler nicht besser verhalten kann also O(h?).
Die exakte Losung lautet
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Insbesondere gilt also zum Zeitpunkt ¢,, auch die Darstellung
u(ty) = Atnrth) = My )

In Lemma 3.6 wurde gezeigt, dass sich die diskrete Losung einer expliziten Runge-Kutta
Methode der Stufe s schreiben 148t in der Form

ul = p(/\hn)uﬁ_l.

n

Die bedeutet: wenn wir die Runge-Kutta Verfahrensfunktion anwenden auf die exakte
Losung zum Zeitpunkt t,_1, erhalten wir

p(Ahp)u(tn-1) = u(tn-1)+ hnq)RK(s)(hm tn—1,u(tn-1)) -
mit einem Polynom p € P,. Damit erhalten wir fiir den Abschneidefehler

h u(ty) — u(tn_1)

T, = - — @i (s) (P tn1, ultn-1))
A

=~ T, h, (w(tn-1) + hn® prc(s) (Bns tn1, u(tn—1)))
A

= (Ahy)eMn=1

= ie’\t"—l (e/\h" —p(/\hn)) .

n

>

Damit ist die Frage nach der Konsistenzordnung zuriick zu fithren auf die Frage, wie gut
sich die Exponentialfunktion (e**n) durch ein Polynom (p(\h,)) vom maximalen Grad m
approximieren 1a8t. Hierbei soll die Approximation fiir h, — 0 besonders gut sein. Die
Exponentialfunktion ist eine Potenzreihe, so dass das best-approximierende Polynom nahe
der Null gerade der m-ten Partialsumme entspricht. Fiir dieses Polynom p* € P, gilt:

A o o (Ah)*
eM'm —p*(Ahy) = Z -
k=s+1 i
Insgesamt folgt daher
00 k—
hl = eMn-1) (k)1 = c1hf +ehith 4L
k=s+1 ’
mit ¢; # 0. Daher gilt nicht mehr als || = O(h3). a

3.4.2 Implizite Runge-Kutta Methoden

Sobald fiir ein Paar ¢ < j gilt ~;; # 0, so handelt es sich um ein implizites Runge-Kutta Ver-
fahren. In diesem Fall lassen sich die k; nicht einfach sukzessive berechnen, sondern fithren
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auf ein gekoppeltes System von i.a. nichtlinearen Gleichungen (wenn f(t, z) nichtlinear in
x ist). Dadurch dass man bei impliziten Verfahren mehr Koeffizienten im Butcher Dia-
gramm zur Verfiigung hat (die Diagonaleintrige und die des rechten oberen Teils miissen
nicht notwendigerweise alle verschwinden), hat man sehr viel mehr Wahlméglichkeiten bei
impliziten Verfahren. Auch ist die Konsistenzordnung i.a. nicht durch die Anzahl m an
Stufen beschrénkt, sondern man kann sogar eine hohere Ordnung erreichen. Letztendlich
ist noch anzumerken, dass die Stabilitéit der impliziten Verfahren i.a. sehr viel besser sind;
doch dazu spéter mehr.

An dieser Stelle sei doch kurz angemerkt, dass man zwischen verschiedenen Verfah-
rensklassen impliziter RK-Methoden unterscheidet:

e DIRK (diagonal-implizit): v;; = 0 fiir alle ¢ < j.

e SDIRK (einfach diagonal-implizit): v;; = 0 fiir alle ¢ < j und 7 = ~ fiir alle
i €{1,...,m} mit einem festen ~y # 0.

e FIRK (voll implizit): v;; # O fiir mindestens ein Paar ¢ < j.

e LIRK (linear implizit): ein implizites Verfahren, bei denen das resultierende nichtli-
neare Gleichungssystem nicht komplett gelost wird, sondern nur ein Newton-Schritt
ausgefiithrt wird.

Beispiele von impliziten Runge-Kutta Methoden sind:

e s = 1: Impliziter Euler:

Prrry(hst,m,y) = f(t+hy)
o 5 = 2: Trapez-Regel:
1
q)IRK(Q)<h7tam7y) - i(f(tvx)_'_f(t—i_hay))
h h hn, h h
Uy = Uy 1+ 7(f(tn—17un71) + f(tmun))

2
e s = 2: 2-stufige Runge-Kutta-Formel an Gaufl-Punkten:
Prrc@) (bt z,y) = %(kl + ka)
bzw. ul = Wl |+ %(kl + ka),
mit den gekoppelten Grofen (&2 = 1/2F v/3/6 und 012 = 1/4 F/3/6):

ki = fit+&h,z+ Tk +o1ks),
ko = f(t-l—fgh,x—i—azlﬁ—‘ri/@).
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0[0 0 t—c| L+ 1-c
L1 1|41 st+c|lite 3
1 2 2 2 4 4
11 I 1
2 2 2 2

Tabelle 3.2: Butcher-Diagramme fiir impliziten RK-Methoden fiir impliziten Euler s = 1,
Trapez-Regel s = 2 und GauB-Punkten s = 2 mit der Konstanten ¢ = 1/3/6 (von links
nach rechts).

Hier erscheint es, als ob ®;rp(2)(h,t, z,y) unabhéngig von y ist. Dies ist aber nicht
der Fall, da k7 und ko voneinander abhéngig sind und damit auch von y = = +
h/2(ky + ko). Es gilt folgende Aussage:

Satz 3.8 Die implizite 2-stufige Runge-Kutta Methode an Gauf3-Punkten besitzt die Kon-
sistenzordnung m = 4.

Beweis. Der Beweis resultiert direkt aus der Approximationsordnung fiir die numerische
Quadratur. Die GauB-Quadratur mit einem linearen Polynom (n = 1) an zwei Stiitzstellen
ist exakt fiir Polynome vom Grad 2n + 1 = 3. Also besitzt sie die (Approximations)-
Ordnung 2n 4+ 2 = 4. Dies entspricht auch der Konsistenzordnung:

I7al

in
| e s u(s) ds = iy (s e b))

n

' = O(h}).

3.5 Lokale Konvergenzaussagen bei Einschrittverfahren

Definition 3.9 FEin FEinschrittverfahren heifit lipschitz-stetig, wenn die zugehdrige Ver-
fahrensfunktion ®(h,t,x,y) lipschitz-stetig ist bzgl. x und y, d.h. ILe € R:

[ (R, t, 21, 91) — @(h, t, 22, 92)| < La(fzr — @2 + |y — y2])
fiir alle x1,2z2,y1,y2 € R™ und alle t € 1.

Satz 3.10 (Konvergenzsatz fiir ESV) Sei ® ein konsistentes und lipschitz-stetiges ex-
plizites Einschrittverfahren mit Lipschitz-Konstante Le und Abschneidefehlern (t/). Dann
gilt fiir den Fehler &, := |u(ty) — ul|

en < exp{Lo(tn —l0)} <€0 + Z hz‘”%’h”) .
i=1

Im Fall eines impliziten ESV mit obigen Voraussetzungen gilt sofern h < (2Lg)~! die
Abschitzung

en < 2exp{2Lq(tn, —to)} (50 + Z hiHTZ-hH> )
i=1
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In diesem Satz ist offensichtlich auch ein eventueller Fehler in den Anfangsbedingungen
g0 = |uo — ul| beriicksichtigt.
Beweis. (a) Wir fithren den Beweis zuniichst fiir explizite ESV. Die beiden Gleichungen

u(tn) = u(tn—1)+ hn®(hp,tn—1,u(tn-1)) + hnT,,’lI

ul = ul 4+ h,®(hy, te Ul ),
ergeben durch Subtraktion und Dreiecksungleichung

en < enc1 4 ha|®(hn, th—1,u(th_1)) — @(hy, tnfhug—l)” + hn”Tr}zl”
< éep_1+ Lahpep_1+ hn”TjZH .

Rekursive Anwendung liefert dann
n n—1
en < ot hi (Lq)si_l + ufihu) = ant+ Y b, (3.6)
=1 i=0

mit a, = g9 + > 1y hi|7| und b; := Leohit1. Das diskrete Gronwall’'sche Lemma liefert

n—1
Qp, €XP { b; }
i=0

(50 +> hilln-hll> exp {La(tn —to)}

=1

nun

IN

€n

(b) Im Fall eines impliziten Verfahrens ergibt sich analog
en < en_1+4 Lohn(en_1+ ) + ha| 7.
Aufgrund der zusétzlichen Bedingung an den Zeitschritt Lah, < % folgt
en < 261+ 2Lahnen_1 + 2k, |7 .

Die rekursive Anwendung fiihrt wieder auf eine obere Schranke wie in (3.6), aber mit
an :==2e0+2) 11 hy ||7'ih|| und b; := 2Lgh;11. Dies fithrt auf

n—1
€n < apexp {Z bi}
=0

2 (50 + Z hi”TZh”) exp{2La(t, —to)} .

=1
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Dieser Satz fithrt mit der Bezeichnung 7" := max{|7/*| : 1 <i < n} wnd T :=t, — to
beim expliziten Verfahren auf

en < elel (50 + TTh> .

Der globale Fehler ist also bei lipschitz-stetigen Verfahrensfunktionen von der gleichen
Ordnung wie der Abschneidefehler. Allerdings beobachtet man ein starkes exponentiel-
les Anwachsen mit der zeitlichen Linge T. Es stellt sich daher die Frage, ob man auch
Abschitzungen erhalten kann, die unabhéngig sind von T'. Dies fithren wir am Beispiel des
implizites Euler-Verfahrens durch. Mit héherem Aufwand sind #hnliche Ergebnisse auch
bei anderen expliziten Verfahren durchfiihrbar.

3.6 Evolution bei gestorten Anfangsdaten

In diesem Abschnitt verfolgen wir die Frage, ob es moglich ist, sich von der exponentiellen
zeitlichen Abhéngigkeit in Satz 3.10 zu lésen, sofern die Differentialgleichung selbst kei-
ne Fehlerakkumulierung beinhaltet. Im folgenden bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt zur
Norm | - |.

Definition 3.11 Fine Funktion f : D — R" gentigt einer einseitigen Lipschitz-Bedingung,
wenn eine stiickweise stetige Funktion l : I — R existiert, so dass folgende Monotoniebe-
dingung gilt:

(ft.a) = fty),z—y) < Wt)le—yl> VayeR", Vtel. (3.7)

Lemma 3.12 Ist f : D — R"™ lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, so erfillt sie
auch eine einseitige Lipschitz-Bedingung mit | = L.

Beweis. Aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich:

<f(t,$) - f(t,y),$—y>

IN

1f @) = f(t )z -yl
Ljz - yl*.

IN

a
Die Umkehrung gilt aber i.a. nicht; insbesondere ist auch i(t) < 0 zugelassen, wihrend
Lipschitz-Konstanten stets nicht-negativ sind L > 0.
Die Bedingung (3.7) ist fiir [(¢) < 0 eine Verallgemeinerung der Eigenschaft “monoton
fallend” bei skalarwertigen Funktionen f : D — R, denn dann lautet (3.7):

ft.z) — f(ty)
T —y

< It) Ve,yc R,x #y.

Im Fall einer in z differenzierbaren Funktion f (¢, z) mit negativer Ableitung ist dies erfiillt.
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Neben der AWA (2.1) im Intervall I = [a,00) betrachten wir die AWA mit gestorten
Anfangswerten zu einem Zeitpunkt:

V() = @) t>to, (3-8)
U(t(]) = 9. (3.9)

Satz 3.13 Die Funktion f : D — R™ geniige einer einseitigen Lipschitz-Bedingung (5.7).
Dann gilt fiir die Fehlerfunktion zwischen der Lésung u von (2.1) und der Lisung v von

(3.8)-(3.9):
l(u—0)@)] < exp{/t l(s)ds}”uo—voH V> 1.

Beweis. Die Fehlerfunktion (t) = |u(t) —v(t)|? ist stetig differenzierbar. Die Ableitung
ergibt sich aufgrund der einseitigen Lipschitz-Bedingung von f zu:

S(t) = 2(t) = o/ (D),ult) — v(t))
= 2(f(t,ult)) — f(t, (), ut) — o(t))
< 2A(D)e(t).

Nun betrachten wir G(t) := n(t)e(t) mit der positiven Funktion

n(t) = exp{—Q/t:l(s)ds}.

Fiir die Ableitung gilt mit obiger Abschitzung fiir £'(¢) und der Positivitit von n:

G'(t) = n)e't) +n'(t)e(t)
= n(t)e'(t) — 20(t)n(t)e(t)
= nt)('(t) — 2U(t)e(t))
< 0.

Also ist G monoton fallend, und damit folgt fiir ¢ > to:

{0 = w066 < 1060 = T - exp{z / z<s>ds}s<t0>.

Durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten erhélt man die Behauptung. a

Im Fall I(t) < 0 wachsen Fehler also nicht iiber den Fehler in den Anfangsdaten hinaus
an. Dieses Verhalten legt folgende Definition nahe:

Definition 3.14 Die AWA (2.1) mit f : D — R™ heifit dissipativ (oder nicht-expansiv ),
wenn f einer einseitigen Lipschitz-Bedingung (3.7) mit 1 : I — R<g geniigt. Die Verallge-
meinerung im Komplezen, f : D — C", lautet:

<f(t,a?)—f(t,y),x—y) < l(t)”l'—yHQ Vw,ye@", Vt€I7
mit Rel(t) <0
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Im folgenden Satz bezeichne Tn ¢ den maximalen Abschneidefehler fiir alle moglichen
Losungen, die in einer e—Umgebung um die Losung u(t) verlaufen:

U(u) = {v: I =R":|u—v|reo <e}

Satz 3.15 Die AWA (2.1) sei dissipativ mit I(t) < —a < 0 firt € I und f sei lipschitz-
stetig. Wir betrachten ein beliebiges lipschitz-stetiges und konsistentes Einschrittverfahrens
(3.1) und die zugehirige diskrete Losung u'. Dann existieren zu jedem e¢ > 0 eine von
I unabhingige Konstante K € R und eine Maximalschrittweite hpqe > 0, so dass fir
max,eN Pp < Amaz folgt:

h h,e
m — < Km ‘.
ealif lu(tn) —upl < nggf Il

Beweis. Der Beweis erfolgt in vier Schritten. Wir gehen zur Vereinfachung von einer
konstanten Schrittweite h aus. Die Verallgemeinerung fiir variable Schrittweite ist einfach.
(a) Fehlerabschitzung fiir kurze Zeiten: Die Fehlerabschitzung aus Satz 3.10 liefert mit
eg = 0 die Schranke

oax fu(t tn) —upl < K m max |7, 4k

mit bislang noch beliebigem m € N und

K, = (tm— to)eLq’(tm*tO) fiir explizite ESV,
baw. Kp = 2ty —to)e2leltn=to) fiir implizite ESV.

Somit gilt die Behauptung zunichst fiir die endlich vielen Zeitschritte 0 < n < m mit
festem aber beliebigem m. Wir wihlen nun ein festes m € N, so dass fiir T := t,,, — tg gilt:

1
exp(—aT) < 3 (3.10)
und setzen K := 2K,,. Offensichtlich kann m und damit auch T beliebig grofl gewihlt
werden. Dies éndert lediglich die Konstante K.

(b) Schrittweitenbeschrinkung: Es gilt fiir beliebig grofies N und fiir 0 < A < hpaz,

lim (K max H7'k||> = 0.
himaz—0 \  1<k<N

Daher gilt fiir hinreichend kleines Auq, > 0:

K max || < .
1<k<N

(¢) Induktionsverankerung: Nun fithren wir den Beweis per Induktion. Es gilt also fiir ein
n > 1 und t, —tyg > T folgende Induktionsvoraussetzung an den diskreten Zeitpunkten t:

0 — < K h,e )
Ogll?é( Jute) —uif] < ogl/?%(n 75"
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Ferner folgt wegen (b) insbesondere fiir 0 < h < hypaq:
lut,) —ur] < e.

Nun wollen wir zeigen, dass hieraus, zusammen mit einer Schrittweitenbeschrinkung, auch
folgt:

h h,e
lultni1) —upp| < K max |77 (3.11)

(d) Induktionsschritt: Wir betrachten den Zeitpunkt t,, < t,, so dass t,+1 — tym > T Sei
v:J — R™ die Losung der gestorten AWA im Intervall J := I N [t,,, c0)

V(t) = flto(t) (e ld),

o(ty) = ul.

Da die Losung u als exponentiell stabil vorausgesetzt wurde, wegen Bedingung (3.10) sowie

der Induktionsvoraussetzung folgt:

[(w = v)(tas)] < e (w =) (tm)| < e fultm) — up|

1
< Slultn) —ul] < .

Mit der Bezeichnung 7" fiir den Abschneidefehler zu v ergibt die nochmalige Anwendung
von Satz 3.10:

h Lo (tng1—t ~h
foltns) = whal < (busr = tm)ebo@mr =00 max ||
< Tel*T  max H%,?H

m<k<n+1
1
< K max |r.
2 m<k<n+1

Mittels der Dreiecksungleichung folgt

h h
lultnir) —upial < ultngr) = vt ] + [o(tnrr) — tpiql

1 h 1 h,
< 5”“(%) = U | + ingr?%’éﬂ I
< K max ”7']?’6”
0<k<n+1
Damit ist der Induktionsschritt (3.11) gezeigt und der Beweis vollendet. a

3.7 Implizites Euler-Verfahren

In diesem Abschnitt betrachten wir das implizite Euler-Verfahren als das “einfachste” im-
plizite Verfahren. Hierfiir zeigen wir direkt eine globale Fehlerabschitzung vom Charakter
wie in Satz 3.15.

Um die Losbarkeit der auftretenden Gleichungen beim impliziten Euler-Verfahren zu
beweisen, bendtigen wir zur Vorbereitung ein paar Hilfsmittel:
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Definition 3.16 FEine Abbildung g : R™ — R™ heifit strikt monoton, wenn ein A > 0
existiert, so dass fir das euklidische Skalarprodukt gilt:

(9(x) —g(y),z—y) > Az—y|> Va,yeR".

Im Fall, dass g linear ist, also g(z) = Az mit A € R"*", so ist g strikt monoton offensicht-
lich dquivalent mit A positiv definit.

Lemma 3.17 Sei g : R® — R" lipschitz-stetig und strikt monoton. Dann besitzt die
Gleichung g(x) = c fiir beliebiges ¢ € R™ eine eindeutige Losung x € R™.

Beweis. Wir verwenden den Banachschen Fixpunktsatz und formulieren hierzu die
Gleichung in eine Fixpunktgleichung:

Go(x) = z—0(g9(x)—c) = =.

Der Parameter ¢ > 0 ist noch zu bestimmen. Sei L, die Lipschitz-Konstante von g. Dann
gilt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit und der strikten Monotonie:

|Go(z) — Go()|> = |z —0(g(x) —c) —y +0(g(y) — o)|?
= oz —y+0(g(y) —g()?
< o —yl* +6%lgly) — g(@)* — 20z — y, g(y) — g(x))
< (146212 — 200z —y|?.

Fir die Konstante
K = 14+6°L; 20\ = 1—6(2)\—06L})

gilt im Fall 0 < 0 < min(Lg_z)\, (2A)~1) offensichtlich 0 < K < 1. Also ist Gy fiir solche ¢

eine Kontraktion und besitzt nach dem Banachschen Fixpunktsatz in der abgeschlossenen

Menge R™ einen eindeutigen Fixpunkt z. Dieses z ist Losung der Gleichung g(z) =c¢. 0O
Die Verfahrensfunktionen des implizites Euler-Verfahrens lautet:

®(h,t,z,y) = f(t+h,y),
und fiihrt somit auf
ul =l b f(t,ul). (3.12)

Das diese nichtlineare Gleichung stets losbar ist, ist nicht in jedem Fall gegeben. Wir haben
aber Existenz von Losungen im folgenden Spezialfall:

Satz 3.18 Sei f € C(I x R™",R"™) lipschitz-stetig und erfille die Monotonie-Bedingung
(8.7). Der Startwerte ult sei beliebig. Dann besitzt das implizite Euler-Verfahren (3.12) im
dissipativen Fall | < 0 fiir beliebige Schrittweiten hy, und im Fall I > 0 fiir hy, < 1(t,)"*
stets eine eindeutige Losung.
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Beweis. Seien t, € I und h, € R fest aber beliebig. Die Abbildung g(z) := = —
hi f(tn, x) ist lipschitz-stetig und es gilt die strikte Monotonie:

(9() —g(y),z—y) = (&= hof(tn, o) =y + haf(tn.y);x —y)
= & —y[? = half(tn, ) = f(tn,9), 2 — y)

|z — yI? = hnl(tn) | — y|?

(1= U(tn) )|z — ]

Unter den Voraussetzungen an h, und [, folgt die strikte Monotonie von g. Nach Lem-

v

ma 3.17 besitzt g(x) = uz_l demzufolge eine eindeutige Losung z = uf{ Dies ist gerade
die gesuchte Losung, denn

p = Upoy +haf(tn,ug) bawe un g =ty —haf(tnup) = g(uy).
ad

Satz 3.19 Sei f € C(I x R",R"™) lipschitz-stetig und dissipativ mit zugehériger Funktion
l:1 — Reg in (3.7). Fiir die Losung der AWA gelte u € C?*(I,R"). Dann gilt fiir das
implizite Euler-Verfahren mit Schrittweiten hy, < 1/|l(ty)|, k =1,...,n, die Abschitzung:

1
en < g0+ i(tn —to) max. {helu | oo (1)} -
Beweis. Die Differenz der beiden Differenzengleichungen ergibt
u(ty) —up < ultar) = up_y + ha(f by ultn)) = f(tn,ul)) + haty -
Wir multiplizieren beide Seiten mit u(t,) — u/ und erhalten

5721 < en—t16n + hn(f(tn, u(tn)) — f(tn, UZ)v u(ty) — Uﬁ> + hn”Tr}f”é‘n
< en—1En + halltn)es + hulen -

Hieraus folgt:
(1= Bpl(tn))en < en_1+ a7,

bzw. (mit der offensichtlichen Interpretation fiir [(¢,) = 0)

R . -
S ) T T T S Rl
< eny +min(1(tn)| 7 ho) |7

En—1*+ hnHTT}LL” .

Es folgt per Rekursion

n
< et S hel] < 50+<zhk) s 1.

k=1
Mit der oberen Grenze fiir den Abschneidefehler folgt die Behauptung. a
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3.8 Schrittweitenkontrolle und adaptive Schrittweite

Da der Losungsaufwand fiir eine Differentialgleichung erheblich von der Wahl der Schritt-
weiten h,, abhéngt, ist es in vielen Anwendungen sinnvoll, diese Schrittweite angemessen
und evtl. sogar variabel zu wéhlen. Zu Zeitpunkten, an denen sich die Losung nur sehr
leicht dndert, also || f(¢,u(t)| ist “klein”, kann sollte man die Schrittweite kleiner wéhlen,
als an Zeitpunkten mit “grofler” Dynamik. Gute Strategien zielen darauf ab, den Fehler
in jedem Zeitschritt moglichst konstant (klein) zu halten. Der globale Fehler

en = u(ty) —ul

sollte durch geeignete Wahl von h,, also normméBig stets von anndhrend gleicher Grofie
sein:

en = |en| = const. Vn € N.

GeméaB Satz 3.10 wissen wir, dass mit einer (i.a. exponentiell wachsenden Funktion K)
gilt mit T' = t,, — tg:

n
max ¢; < K(T) Z hi ||7'zhH .
=1

1<i<n

Eine mit T' wachsende Konstante ist aber der “worst case”. Wir gehen in diesem Abschnitt
davon aus, dass solche Abhéngigkeit nicht besteht. Im Fall von dissipativen AWA haben
wir gesehen, dass diese Annahme gerechtfertigt ist. Um den Fehler zu minimieren, ist es
daher sinnvoll, k|| 7| weitesgehend konstant (klein) zu halten. Im folgenden soll es darum
gehen, diesen mit der Schrittweite gewichteten Abschneidefehler durch einen Schétzer 7,
zu schétzen und diesen mit einer vorgegebenen Toleranz tol zu beschrinken:

holml =~ n, < tol.
Fiir ein ESV der Konsistenzordnung m kénnen wir von einer Darstellung
M = c(ta)hy ™+ O(h7*?)

mit einer A unabhéngigen Funktion c¢(t) ausgehen. Wir wollen zunéchst davon ausgehen,
dass die Information des Schétzers n,, vorliegt und beschéftigen uns mit der Frage, wie man
hieraus einen neuen Zeitschritt h,, bestimmt. Sei h}, der Zeitschritt fiir den der zugehorige
Schétzers i) gerade der Toleranz entspricht, also

tol = c(ty)(h)™ + O((h:)™2)

Unter Vernachléligung der Terme hoherer Ordnung erhalten wir

tol (h:; > il
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set t:=0, n:=1, p=09, ¢g=1.1
initialize wug and h
while t < T do
ult = ul_ |+ h®(h,t,ul_ | ul)
Compute estimator 7
h* = p(tol/p)Y/ D p
h := min(hpqz, gh, K*, T — t)
if (n < tol){
t:=t+h
n:=n+1}
end

Tabelle 3.3: Algorithmus zur Losung einer Differentialgleichung mit ESV der Ordnung m
und adaptiver Zeitschrittweite.

Eine mogliche Strategie ist daher, mit Einfiihrung eines Sicherheitsfaktors p < 1 den neuen

1
. tol \ m+1
h, = p<> hn .
M

Die praktische Umsetzung kénnte lauten wie im Algorithmus in Tabelle 3.3. Hierbei wurde

Zeitschritt zu wahlen als:

noch ein Faktor ¢ > 1 verwendet, um den Zeitschritt ggf. kontrolliert zu erhdhen.

3.9 Fehlerschitzung

Nun wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wie man einen Fehlerschétzer 7, erhalt.
Eine Moglichkeit ist, zwei unterschiedliche Verfahren ® und ¢ anzuwenden:

7}; = U?L—l + hnq)(hnv ln—1, UZ—lv ’UJZ)

~h ._ . h NI ho =h
Uy = Up_1 + "y @ (B, b1, upy_q, Uy)

u

Hierbei sind h,, und ﬁn zwei moglicherweise unterschiedliche Zeitschritte. Es sind hierbei
zwei Moglichhkeiten denkbar:

) 0<En<hnund¢>:<f>,
e h, = h, aber d besitzt eine hohere Konsistenzordnung als ®.

In beiden Fillen kann @ als genauer angenommen werden als . Ein hiufig benutzter
Schétzer lautet dann

e =, — . (3.13)
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Wir fithren nun noch hilfsweise die folgende AWA ein:

V() = f(tv(t)) t>ty_1,

U(tﬂfl) = UZ—l )

und bezeichnen mit 7(v) und 7(v) die Abschneidefehler zu diesem Problem fiir zwei expli-
zites ESV ©, d mit gleicher Schrittweite h,, = h,:

T(”) = U(tn)_hv(tn—l) - (I)(hnytn—lyv(tn—I»,
Fv) = “(t")_h“(t”” — BBy tn1,0(tn 1))

Das folgende Lemma macht nun eine Aussage iiber den Schitzer n, wenn ® genauer ist
als @, bzw. der Abschneidefehler 7(v) kleiner ist als 7(v).

Lemma 3.20 Sei 0 der Quotient aus obigen lokalen Fehlern, 6 := |7(v)|/|7(v)|. Dann
gilt fiir den Schdtzer (3.13) eines expliziten ESV

(1= 0hnp|r(@)] < nn < (L+0)hn|T(v)].
Beweis. Es gilt:

’U(tn) = ’UJZ_I + hn®(hn) tn717 uﬁ—l) + hnT(’U) ,
Z Uz_l + hn@(hn, tTL—ly “Z—l) ,
= o(ty) —ul = hyt(v).

Analog gilt
v(t,) =Tt = h,7(v).
Nun kénnen wir 7, als Differenz der Abschneidefehler ausdriicken:
M = @ —upl = hal7(v) = 7(0)] .

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus zweimaliger Anwendung der Dreiecksunglei-
chung:

Ir @)l = 7] < [r() =7F@)| = hy'im
(1+0)|r ()]

(1 =8)[r(v)]
bt < Jr()] + 17 (0)]

d
Der Schitzer n,, ist also eine umso bessere Approximation an h,|7(v)], je kleiner @ ist.



Kapitel 4

Numerische Stabilitiat

4.1 Stabilitatsfunktion

Wir betrachten zu A € C die lineare skalare AWA bestehend aus der Dahlquist’schen
Testgleichung

Re )\t

Die Losung lautet u(t) = e* und deren Betrag ist |u(t)| = e , also

Red <0 = tli}m lu(t)| =0,
ReA=0 = Ju(t)|=1 Vt>0,
Rex>0 = 1tlim lu(t)] = +o0.

Definition 4.1 Sei ® ein numerisches Verfahren zur approximativen Lésung der AWA
(4.1)-(4.2) und dieses lasse sich darstellen in der Form

ul = g(Mh)ul_,

n

mit einer Funktion g : C — C. Dann heifit g Stabilitdtsfunktion zu ®.

Eine Stabilitdtsfunktion liefert sozusagen die Verstéarkungsfaktoren fiir die Dahlquist’sche
Testgleichung (mit f(t,z) = Az). Mithilfe der Stabilitétsfunktion ergibt sich durch Rekur-
sion fiir das obige Modelproblem bei konstanter Schrittweite h = hy,:

ulh = g(\R)".

n

Beispiele:
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1. Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt
up = ul A hpf(tetul ) = w4 hadul

Also lautet die Stabilitdtsfunktion des expliziten Euler-Verfahrens ¢g(z) = 1+ z. Im
Fall Re A < 0 muss also |g(Ahy,)| = |1+ Ahy,| < 1 gelten, damit auch fiir die diskrete
Losung gilt lim,, oo |u?| = 0. Dies entspricht einer Schrittweitenbeschrinkung:

M, — (=1)] <1 bzw. 0<h, <27t

2. Fiir das implizite Euler-Verfahren gilt

- Z 1+h"f(n 1’u2) = u?z—l"'hn)\ufm
= (1—hy, /\)

u

- u

S>3

n 1-

1
11—z

Also lautet die Stabilitatsfunktion des impliziten Euler-Verfahrens g(z) =

3. Fiir die Trapez-Regel gilt

1
wh o= g+ sha (e uby) + Ftaesul))

1 1
— (1 - thx) ul = <1 + hn)\> ul |,

2 + hpA
- uy = Zho up_y
Also lautet die Stabilitédtsfunktion der Trapez-Regel g(z) = g%j

Lemma 4.2 Die Stabilititsfunktionen von expliziten Runge-Kutta-Methoden sowie die
der Taylor-Methoden sind stets Polynome vom echten Grad > 1.

Beweis. Wir hatten in Lemma 3.6 gesehen, dass die Stabilitdtsfunktion eines s-stufigen
expliziten Runge-Kutta-Verfahrens ein Polynom vom Grad s ist, insbesondere sind sie nicht
konstant. Fiir die Taylor-Methoden gilt

Up = Z 1+h (I)TF( )(h‘TL?tn 1,’LLZ_1)

dk
h

= up_ 1+Z hk+1)\()\k @)] _
i ( Tt

h
n—1

r=u

S

= Z ]i' hENEyR

Also ist g(z) = 37 _, #2" und somit ebenfalls ein Polynom vom Grad s. a
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Lemma 4.3 Die Stabilitdtsfunktion eines s-stufigen impliziten Runge-Kutta- Verfahrens
(3.5) ist eine rationale Funktion der Form

g(z) = 14, I —zA)" )z,

wobei r € R® der Vektor der Runge-Kutta-Koeffizienten r; ist, A = (v;5) € R®*® und der
Bezeichnung 1 := (1,...,1)T € R®.

Beweis. Wir betrachten zunéchst das Gleichungssystem fiir die RK-Koeffizienten k; fiir
unsere spezielle Dahlquist’schen Testgleichung:

ki = flt+ahiz+d vkh| = Mo+ vijkh
j=1 j=1

Dieses lineare Gleichungsystem 1d8t sich durch Umsortierung auch schreiben in der Form
S
ki— A ki = Az Vke{l,...s}.
j=1

In kompakter Matrixschreibweise lautet das lineare Gleichungsystem also:
(I — Ak = Xzl.
Damit lautet die Verfahrensfunktion des RK(s)-Verfahrens
Ppic(s(hot,m,y) = (rk) = (r,(I — AhA)"'1) Aa.
Die Losung y zum neuen Zeitschritt ergibt sich also aus dem vorherigen Wert x aus:

y = z+hPri(ht,2,y) = 2+ hir,(I - ARA) T Az
(1+ (r,(I = ARA)"I)AR)z
= g(A\h)z,

mit der Stabilitdtsfunktion g wie im Lemma angegeben. a

4.2 Stabilitidtsgebiet und A-Stabilitéit

Definition 4.4 Unter dem Stabilitéitsgebiet (oder auch Gebiet absoluter Stabilitéit ) eines
ESV & mit Stabilititsfunktion g versteht man die Menge

Se = {z€C:g(») <1}.
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Abbildung 4.1: Stabilitdtsgebiet des expliziten Eulers.

Damit ein numerisches Verfahren @ fiir die einfache (und gutartige) Dahlquist’sche Test-
gleichung (4.1)-(4.2) mit Re A < 0 eine asymptotisch korrekte diskrete Losung liefert muss
also gelten h,A € Sp. Fiir den expliziten und impliziten Euler gilt

Spebuer = {2€C:|24+1] <1} = Bi(-1),
SimBuler = {ZGCZ‘Z_” >1} = (C\Bl(l)
STrapez = {2€C:]z+2|<|z—-2|} = {z€C: Rez<0}.

Hierbei ist B, (x) die offene Kugel in C um z mit Radius r.

Definition 4.5 Fin numerischen Verfahrens ® heif$t A-stabil (oder auch absolut stabil ),
wenn dessen Stabilititsgebiet S¢ die gesamte linke komplezre Halbebene enthdlt:

{zeC: Rez<0} C Sp.

Ein A-stabiles Verfahren erwirkt also fiir das obige Modellproblem mit Re A < 0 das quali-
tativ gleiche Verhalten der Losung, ndmlich fiir konstante aber beliebig grofie Schrittweiten
h > 0 die Eigenschaft

h
. = 0.

lim |u
n—oo

Lemma 4.6 Ein ESV ® mit Stabilitdtsfunktion g ist genau dann A-stabil, wenn fir alle
z € C gilt:

Rez<0 = |g(2)] < 1.

Damit sieht man unmittelbar, dass das explizite Euler-Verfahren nicht A-stabil ist. Dies
gilt sogar fiir alle expliziten Runge-Kutta-Methoden:

Korollar 4.7 Explizite Runge-Kutta Methoden sind niemals A-stabil.
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Beweis. Nach Lemma 4.2 sind die zugehorigen Stabilitdtsfunktionen nicht-konstante
Polynome. Daher gilt

lim [g(2)] = oo.
|z| =00

Beispiele fiir A-stabile Verfahren sind:
1. das implizite Euler-Verfahren,

2. die Trapezregel, denn fiir Rez <0 gilt |z + 2| = |2z — (=2)| < |z — 2|

4.3 Exponentiell wachsende Lésungen

An dieser Stelle wollen wir uns den Fall ReA > 0 ansehen. Das skalare Modellpro-
blem (4.1)-(4.2) erzeugt jetzt exponentiell wachsende Losungen w(t). Das implizite Euler-
Verfahren fiir Schrittweiten A > 0 mit Ah € St Euler €rzeugt hingegen beschriankte Losun-
gen. Diese Eigenschaft entspricht |[Ah — 1| > 1 und ist fiir hinreichend grofie Schrittweite
stets erfiillt. Grofle Schrittweiten kénnen also auch bei dem impliziten Euler-Verfahren zu
physikalisch unsinnigen Losungen fiihren.

4.4 Stabilitit bei linearen Systemen

Nun wollen wir den allgemeineren Fall eines linearen Systems betrachten. Es wird sich
herausstellen, dass man sich im Fall von diagonalisierbaren Systemen auf den skalaren
Fall zuriickziehen kann. Sei u die Lésung von

u'(t) = Au(t) t>0,

mit einer diagonalisierbaren Matrix A € C"*". Sei Q € Gl(n,C), so dass D := QAQ™!
eine Diagonalmatrix ist, bestehend aus den Eigenwerten Ai,..., A, € C von A. Hier be-
zeichnet man zu einem ESV @ eine Stabilitdtsfunktion G : C"*™ — C™*" als eine rationale
Funktion, so dass

u' = GhA! .

Wir nehmen zudem an, dass sich die Stabilitdtsfunktion schreiben 148t in der Form

s

GA) = > A,

j=—s
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mit skalaren Koeffizienten o; € C. Fiir solche G folgt, dass G(B) = QG(A)Q~" gilt fiir
ahnliche Matrizen A, B mit B = QAQ ™!, sowie

A1 g(A1)
G S, . et t. . s
An 9(An)
mit g(z) = Y25__ aj2/. Sei nun y); := Quji. Dann folgt
yn = Qui = QG(hA)Q 'yi_y = G(hQAQ "y,
= G(hD)yh_, = G(hD)"yg .
Komponentenweise fiihrt dies auf:
y’;‘,i = g(h)\i)"y&i.

Fiir lineare Systeme mit diagonalisierbaren Matrizen geniigt es daher, Stabilitdtsbetrach-
tungen fiir die skalare Dahlquist’sche Testgleichung durchzufiihren.

4.5 Starke A-Stabilitidt, L-Stabilitdt und B-Stabilitét

Es gibt noch zwei stirkere Formen als A-Stabilitdt, die sich aber ebenso auf das lineare
Dahlquist’sche Problem beziehen:

Definition 4.8 Fin A-stabiles ESV ® heifit stark A-stabil, wenn fiir dessen Stabilitits-
funktion g gilt:

lim |g(2)] < 1.

Rez——o0

Ein stark A-stabiles ESV ® heifst L-stabil, wenn sogar

lim |g(2)] = 0,. (4.3)

Re z——o0
Die Trapezregel ist offensichtlich nicht stark A-stabil, denn fiir g(z) = (2 + 2)/(2 — 2)
existiert eine Folge (zy,) mit lim Re z, = —oo und lim |g(z,)| = 1. Die Folge z, := —n+in

leistet dies beispielsweise.
Fine Verallgemeinerung auf eine groflere Klasse von Problemen ist die B-Stabilitét
nach Burrage und Butcher (1979):

Definition 4.9 Ein ESV ® heifit B-stabil, wenn fiir beliebige dissipative! AWA gilt:
Juf =] < Jug =gl

Hierbei bezeichnen u? und v} die Losungen eines Zeitschritts unter ® mit Anfangsbedin-
gungen ult und vl

'Hierbei bezieht sich der Ausdruck “dissipativ” auf die Def. 3.14 aber mit der Verallgemeinerung auf
komplexe A € C mit Re A < 0.
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Lemma 4.10 B-stabile ESV sind auch A-stabil.

Beweis. Man betrachtet die spezielle AWA mit f(¢,z) := Az mit Re A < 0. Dieses AWA
ist dissipativ, denn

(flt.2) = fty)z=y) = Ma—yl*.

Setzen wir vg = 0 so gilt auch v? =0. Mit x = ug und y = u’f folgt nun aufgrund der
B-Stabilitét

Iyl = lg@Nal = lg(hd)z — gl < [z —vg] = ||
Also gilt fiir die Stabilitatsfunktion g von @, |g(z)| < 1 fiir Rez < 0. a

Satz 4.11 Ein RK(s)-Verfahren ist B-stabil, wenn alle r; > 0 (1 < i <'s) und die Matriz
M = (myj) mit myj = rivij + 1775 — 1irj positiv semi-definit ist.

Beweis. Fiir einen Beweis verweisen wir auf die Originalarbeit [2] oder das Buch [4]. O
Fiir die Trapezregel und das Gauf-Verfahren der Stufe s = 2 ergeben sich die Matrizen

1 -1 0 1 10
MT'rapez = 4< 0 1)7 MGauss(?) = 4<0 1)

Da Mrpyape, indefinit und Mggyqs(2) positiv definit ist, ist die Trapezregel nicht B-stabil,
das GauB3-Verfahren ist jedoch B-stabil.

4.6 Steife Differentialgleichungen

Bei skalaren Differentialgleichungen ist eine Schrittweitenbeschrankung an h zur Errei-
chung der numerischen Stabilitdt nicht wirklich dramatisch, da man aus Genauigkeits-
griinden héufig eine kleine Schrittweite wihlen mufl. Kritischer wird es hingegen im Fall
von Systemen, denn hier kann es vorkommen, dass einige Komponenten sehr schnell abklin-
gen wihrend andere ein langsames Abklingen (oder sogar Wachstum) zeigen. Die schnell
abklingenden Komponenten erzwingen bei der Wahl von nicht A-stabilen Verfahren eine
extrem kleine Schrittweite. Dies mag dann dazu fithren, dass der langsamen Entwicklung
anderer Komponenten nicht Rechnung getragen wird. Um dies préziser zu fassen, formu-
lieren wir den Begriff der Steifheit bei Differentialgleichungen.

Definition 4.12 Bei einer AWA (2.1) mit Lésung u und Jacobimatrix

0
J(t) = %f(ta‘r”x:u(t)a
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versteht man unter der Steifigkeitsrate x(t) die Grdfie

Max ey (1) |Re Al

k(t) =

min)@,(t) ]Re )\’

wobei o(t) == {\ € C: X ist Eigenwerte von J(t) und Re A(t) < 0} das Spektrum von J(t)

mit negativem Realteil ist.

Fir die Steifigkeitsrate sind demnach nur die Realteile der Eigenwerte ausschlaggebend.
Der Imaginérteil fithrt zu einem oszilatorischen Verhalten der Losung und ist fiir das
Wachstumsverhalten unbedeutend. Ferner sind nur die Eigenwerte relevant, deren Real-
teil negativ ist, denn bei positivem Realteil hat man es eh mit exponentiell wachsendem
Verhalten zu tun, so dass der Zeitschritt schon aus Griinden der Genauigkeit klein sollte.

Definition 4.13 Man spricht von einer steifen Differentialgleichung, wenn die Steifig-
keitsrate grof8 ist, also k(t) >> 1.

Merke: Der Begriff “Steifheit” macht nur bei Systemen von Differentialgleichungen
Sinn. Skalare Gleichungen sind per se niemals steif. Ob eine Differentialgleichung steif ist
héngt bei nichtlinearen Problemen u.a. von der Losung selbst ab.

4.6.1 Beispiel: Steifheit bei gewohnlichen Differentialgleichungen
Als Mlustration betrachten wir das autonome lineare System

u'(t) = Au(t)+b t>0,
u(0) = wup,

mit einem Vektor b € R3, der 3 x 3-Matrix

—21 19 -20
A = 19 -21 20
40 —40 —40

und den Anfangsbedingungen ug = (1,0, —1)7. Die Eigenwerte der Matrix A lauten \; =
—2, Ao 3 = —40 £ 407 und besitzen somit alle negative Realteile. Fiir die Steifigkeitsrate
gilt hier also k(t) = 20. Die Losung des homogenen Systems, also b = 0, bezeichnen wir
mit v. Diese ist in Abb. 4.2 abgebildet und lautet

vi(t) = = (e + e "% (cos(40t) + sin(40t)) ,

N =N

(e72! — e (cos(40t) + sin(40¢)) ,
v3(t) = —e 1%%(cos(40t) — sin(40t) .
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Abbildung 4.2: Losung der homogenen Differentialgleichung aus Abschnitt 4.6.1.

Die dritte Komponente vs relaxiert also sehr viel schneller gegen 0 als die anderen beiden
Komponenten.

Im inhomogenen Fall b # 0 und im Falle der Konvergenz lim; o v/(t) = 0 sei uqo :=
limy, o0 u(t). Es gilt somit

Ause = —b.
Daher lautet die Losung des inhomogenen Systems u(t) = v(t) + oo, denn

u(t) = V(t) = Av(t) = Au(t) — Aus = Au(t) +0.

4.6.2 Beispiel: Steifheit bei partiellen Differentialgleichungen

Bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen treten héufig steife gewohn-
liche Differentialgleichungen auf. Ein Beispiel ist die Wérmeleitungsgleichung. Diese lautet
im eindimensionalen Gebiet Q := (0,1) und Zeitintervall I = [0,7] zusammen mit soge-
nannten homogenen Dirichlet-Randbedingungen und Anfangsbedingungen:

0 0*

— - — = Q I
atu(t,al:) 8wQu(t,nl:) g(t,x) VeeQ,Vtel,
u(t,0) = u(t,1) = 0 vtel,
u(0,z) = wo Vo € Q.

Die Verwendung von zentralen Differenzenquotienten zur Approximation der zweiten raum-
lichen Ableitung auf einem Gitter der Weite h = 27,
82

@u(t, x) & i(u(t, x —h) —2u(t,x) + u(t,x + h))

h2
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fithrt auf folgendes System gewohnlicher Differentialgleichungen:

V(t) = Av(t)+ f(t) Vtel,
v(0) = w

. 1
1 -2
Hier ist die k—te Komponente v, eine Approximation an u am k-ten Gitterpunkt, vy(t) ~

u(t, kh). Diese Matrix ist symmetrisch und besitzt somit nur reelle Eigenwerte. Diese
lauten

Ay = —(Sin(:j;my k=1,...,n.

Der minimale (k = 1) und maximale Eigenwert (k = n) ergeben sich daher zu

Mnaz = An = _<sin((1h_/§)ﬂ/2>)2.

Die Steifigkeitsrate ist also gegeben durch

Mnaz|  (sin((1 — h)m/2)\?
Amin] < sin(mh/2) ) '

Fiir kleine rdumliche Gitterweiten h << 1 gelten die Ndherungen:

kK =

sin((1—h)r/2 = sin(7r/2) = 1,
sin(rh/2) =~ wh/2.

Dann gilt die Ndherung

b~ (ﬂi)? — om?).

Die Differentialgleichung wird demzufolge mit kleiner werdender rdumlicher Gitterweite h
stets steifer. Bei expliziten Verfahren miifite der Zeitschritt (hier bezeichnet mit At) dann
an die Gitterweite h gekoppelt werden. Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben,
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muss beispielsweise fiir das explizite Euler-Verfahren At < 2/|\| gelten. Da dies fiir jeden
Eigenwert gelten muss, ergibt sich die stédrkste Restriktion bei dem betragsméfig groBten
Eigenwert, also

2 1

—h?.

At < —— =
o |)\max| 2

Aus diesem Grund kommen fiir diese Klasse von Problemen nur implizite Zeitschrittver-
fahren in Betracht.

Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, dass es in der Literatur nicht nur diesen Steif-
heitsbegriff gibt sondern noch zahlreich andere. Beispielsweise spricht man auch von stei-
fen AWA, wenn bei der Verwendung eines expliziten Euler-Verfahrens (stellvertretend fiir
alle expliziten RK-Methoden) aus Stabilitdtsgriinden eine sehr viel kleinere Schrittweite
gewdhlt werden muss, als es aus Genauigkeitsgriinden erforderlich wire.

4.7 Differential-algebraische Gleichungen
Die allgemeine Form einer differential-algebraischen Gleichung (DAE) lautet
Flt,u,W'(t)) = 0 tel,
u(to) = wuo.

Hierbei ist F': I x Q x R" — R", (¢t,z,y) — F(t,x,y) eine lipschitz-stetige Funktion, die
bzgl. y differenzierbar ist aber mit singulérer Ableitung, also

)
det <8yF(t,u(t),y)‘yu/(t)> = 0.

Wir betrachten zur Illustration zwei Beispiele.

Beispiel 1: Differential-algebraische Gleichungen kénnen auftreten als Extremfille
steifer Gleichungen. Im Beispiel aus Abschnitt 4.6.1 betrachten wir die Situation, dass
die letzte (schnelle) Komponente nach (kurzer) Zeit ¢; auf den stabilen Zustand (u)s
relaxiert ist. Diese Komponente ist dann zeitlich konstant, so dass wir fiir ¢t > t; folgendes
System erhalten:

ubt) = Au(t)+b t>1;.

Diese Gleichung kann in etwas allgemeinerer Form auch geschrieben werden als

M(tu®W/() = gltult) tel,
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F = G sin(y)

M:?Xa
=1F
=m g | sin(p)

G=mg

Abbildung 4.3: Ein mathematisches Pendel aus Beispiel 2 fiir eine DAE vom Index 3.

mit einer singuldren Matrixfunktion M : I x  — R™ ", Im Fall einer reguldren Matrix-
funktion erhilt man hingegen wieder die Standardform (2.1) einer AWA mit der Funktion
f(t,z) = M(t, x)ilg(ta ).

Wir gehen nun davon aus, dass M eine konstante Matrix ist und sich diese zudem
schreiben 1&8t in der Form

- (5] 7 M = M11 0
u9 0 0

mit My, € R™*™. Die Aufspaltung der Funktion v = (u1,ug) mit u; : I — R™ und
ug : I — R™™ fiihrt dann auf ein sogenanntes differential-algebraisches System (DAE)

Mpu) = g1t ur,ug)

0 = go(t,ur,u2)

Zeitliche Ableitungen der Komponenten von uo flieen hierbei offensichtlich nicht ein.

Beispiel 2: Als zweites Beispiel betrachten wir ein Fadenpendel in der 2-dimensionalen
Ebene (siehe Abb. 4.3). Die Position des Pendels sei beschrieben durch die Funktion z :
I — R?, die Geschwindigkeit durch v : I — R2. Die Gravitation g € R? ist zeitlich
konstant. Die Linge des Fadens wird bezeichnet mit [ > 0. Die Riickstellkraft F : I — R?
zeigt stets in Richtung der Aufhidngung und deren (normalisierte) Stérke sei mit A(t) :=
IE(t)]/|x| bezeichnet, also F(t) = —A(t)x. Die Beschreibung der Pendelbewegung wird
nun durch folgende Gleichungen beschrieben:

¥ = v, (4.6)
Vo= Az +yg,
|z = 1.

Wiéhrend die ersten beiden dieser drei Gleichungen normale Differentialgleichungen sind,
ist die dritte eine rein algebraische Gleichung, in der die Ableitung von A nicht auftritt.
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Wir wollen nun versuchen die letzte Gleichung (4.8) in die Gestalt
N = f(x,v,\)

umzuformen. Hierzu leiten wir (4.8) nach ¢ ab und erhalten unter Nutzng von (4.7):

d

0 = —
dt

lz|? = 2(z,2") = 2(z,v).

Diese Gleichung dividieren wir durch 2 und leiten sie nocheinmal ab:

d
0 = Loy = o)+ @)
Unter Verwendung von (4.7) und (4.8) ergibt sich
0 = oI+ {z,~Az+g) = [vf* =N+ (z,9)

Ein drittes mal ableiten dieser Gleichung liefert

d
0 = 4 (0P =N+ {z,9)) = 20',0) = N + {u,9)

= 2(=Xx+g,v) - NI?+ (v,9)
= N2 +3(v,g).

Dies ergibt die gesuchte Gleichung
3
)‘I = ﬁ<va g> )

so dass das Gesamtsystem geschrieben werden kann in der Form

v
v = —Ar+g
X (v, g)

Diese System konnte mittels dreimaligen differenzierens nach ¢ erreicht werden. Wir spre-
chen daher von einer DAE vom Index 3.

Definition 4.14 Bei einer DAE der Form (4.4) bezeichnet man den (Differentiations)-
Index, als die kleinste Zahl k € N, so dass durch k-maliges differenzieren der Gleichung
diese umgeformt werden kann in die Form (2.1).

Wie lassen sich nun DAEs der Form

o = f(t,u,v) t>0 (4.9)

g(t,u,v) t>0 (4.10)
u(0) = g



54 M. Braack Numerische Stabilitit

l6sen ? Die algebraische Gleichung (4.10) muf} in jedem Fall implizit gelost werden, bei-
spielsweise durch eine einfache Fixpunktiteration beginnend mit dem Startwert Uﬁ,o =t
und dann fiir k£ > 0:

h h o h
Unk — Unk—1 + Qg(tn, Up,s Un,k—l) ’
mit so gewihltem Didmpfungsparameter 6 > 0, dass |I + 6J3| < 1 mit der Jacobimatrix

dg
Jg = 7(75717 UZ, ng-l) :

ov

Eine andere Moglichkeit ist eine (geddmpfte) Newton-Iteration
h h -1 h ,.h
Unk — Unk—1— G(Jg) g(tn’unvvn,k—l) .

Dies ist fiir £ > 1 solange durchzufiihren bis das Residuum der Gleichung (4.10) fiir
UZ,I@ hinreichend klein ist, also | g(tn,uﬁ,vz7k)]] < tol. Bei beiden Verfahren ist aber die
Kenntnis von u! erforderlich. Abhingig davon, ob die Differentialgleichung (4.9) steif ist
oder nicht, kann hier ein implizites oder explizites Verfahren verwendet werden. Im Fall
des impliziten Euler-Verfahrens lautet das Gesamtsystem

UZ = uzfl + hnf(tnvufszZ) )
0 = g(thZa’UZ)-

Der Einsatz des Newton-Verfahrens auf das gekoppelte System erfordert die Invertierung
(bzw. das Losen mit) der Matrix

I—hp,Ji —n,J!
Jg JJ '

Der Block (I — i Ji ) ist fiir hinreichend kleines h,, > 0 stets positiv definit. Fiir viele
iterative Loser ist es aber zudem erforderlich, dass auch der Block JJ positiv definit ist,
was nicht immer der Fall ist. In der Praxis tritt sogar der Fall JJ = 0 auf. Man spricht
dann von einem Sattelpunktproblem.

Fin weiterer heikler Punkt ist auch gelegentlich die Wahl eines konsistenten Anfangs-
wertes vg bzw. vg, denn der ist (im Gegensatz zu ug) nicht immer direkt gegeben, sondern
muss erst durch die Gleichung (4.10) bestimmt werden:

0 = g(O,UO,’UO) .



Kapitel 5
Lineare Mehrschrittverfahren

Im Gegensatz zu den Einschrittverfahren aus den vorhergehenden Abschnitten berechnet
sich u” nicht nur aus der Kenntnis von u” | sondern aus mehreren vorhergehenden Werten

ul ..., ul. Hierbeiist k > 1 (fiir k = 1 erhélt man also ein ESV). Um die ersten k Werte

y U

ug, ey u’kffl zu bestimmen, benttigt man in einer sogenannten Anlaufrechnung ein anderes

Verfahren, beispielsweise ein ESV. Die nachfolgenden Werte fiir n > k ergeben sich dann
aus einer Vorschrift

ul = W(h,tasul o ul)

P

Die Schrittweite h = t, — t,—1 sei hierbei als konstant angesehen, also unabhéngig von
n, denn variable Schrittweiten gehen bei Mehrschrittmethoden mit weiteren technischen
Schwierigkeiten einher, die wir hier nicht im Detail diskutieren wollen.

Wir werden sehen, dass sich mit der Bezeichnung f; := f(t;, ui’) fiir die Funktionswerte,
eine ganze Reihe von Verfahren in folgender Form darstellen lassen:

Definition 5.1 Unter einem linearen k-Schritt-Verfahren (LMSV) zur Lésung von (2.1)
miat Schrittweite h > 0 versteht man ein Schema der Gestalt:

M-

k
ajuffb_j = hZﬂjfn—ja (5.1)
Jj=0

7=0
mit Koeffizienten «g, ..., ok, Bo,- .., Bk € R und ap # 0.

Man spricht von einem linearen Mehrschrittverfahren, da die Funktionswerte f; linear
eingehen. Nichtsdestotrotz fithrt dies im impliziten Fall 8y # 0 i.a. auf nichtlinerae Glei-
chungssysteme. Fiir Sy = 0 sind die Verfahren offensichtlich explizit.

Die konkrete Gestalt eines linearen Mehrschrittverfahrens (LMSV) ergibt sich zu fe-
stem o € N, 0 < k, aus von der Darstellung

tn

u(tn) = w,, , + f(s,u(s))ds. (5.2)

th—o
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Das auftretende Integral wird nur iiber eine interpolatorische Quadraturformel approxi-
miert. Hierzu kénnen sogar Funktionswerte fiir ¢ < ¢,,_, eingehen.

5.1 Adams-Verfahren

Bei den Verfahren nach Adams wird das Integral in (5.2) nur im letzten Teilintervall
ausgewertet, also o = 1:

wlte) = ultar)+ [ f(s,u(s))ds.

tn—1
Wir verwenden ein Interpolationspolynoms p,, € P, vom Grad m € N an dquidistanten
m + 1 Stiitzstellen. Man kann hier zwischen der expliziten Variante (Adams-Bashforth)
und einer impliziten Variante (Adams-Moulton) unterscheiden.

5.1.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Bei den Adams-Bashforth-Verfahren wird das Interpolationspolynom p,, durch die bereits
bekannten Werte ¢,,_, ..., t,—1 gelegt. Damit ergibt sich der Polynomgrad m = k—1 und
das folgende Interpolationspolynom

k
Z Jn—jLj(t)
j=1

mit dem Lagrange-Polynom L; € P,,,

t—tn—i
Lj(t) = =

tn—i — tn—;
i=lity v J Tt

Wir erhalten das diskrete Schema:

k tn
W= > f [ L)
j:1 n—1

Um dies in die Gestalt (5.1) zu bringen, ordnen wir um:

k
—ul g ul = hY Bifaj
j=1

mit den Koeffizienten o9 = 1, a1 = —1, a;; = 0 fiir 2 < j < k sowie
1 [te 1t Bt
o= = L:(t)dt = — dt
o= 5| wwa =g 0T
n n 271 3&]

1 [ —1)h+ —1+t
_M/O,H(l 5d / Hl dt .

’ _‘7 1=1,i#7
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Insbesondere erhalt man:

e k=1 (expliziter Euler):

uz = UZ,1 + hffn—l .
o k=2
h h h
Uy = Upy_q T B} (_fn—2 + 3fn—1) :
e k=3
h h h
U, = U, 1+ 1 (5fn—3 =16 fn—2 + 23fp-1) .
e k=4
b h
Up = Uyt op (9faa 37 ns = 59 2+ 55fn1) -

5.1.2 Adams-Moulton-Verfahren

Hier wiihlt man wieder den Polynomgrad m = k — 1 aber verwendet die Werte von u” an

den Stellen t,_,y, ..., t,. Dies fithrt auf das Interpolationspolynom

k-1
Z fn—jLj(t)
j=0

Da f,, eingeht, erhélt man implizite Verfahren:

k—1
—ul g tul = hY Bifaj
=0

Wieder erhalten wir die Koeffizienten og = 1, oy = —1, a; = 0 fiir 2 < j < k sowie
i— 1+t
/ H P, 0<j<k—1.
1=0,i#£7]

Insbesondere ergeben sich:

e k=1 (impliziter Euler):

o k=2 (Trapez-Regel):

h
UZ = “2—1 + 3 (fr—1+ fn) -
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h
ul = uh 4 D (—fo—2 +8fn—1+5fn) .

h
up = g+ o (fas = 5fa2 + 1901 +910) -

Héufig wird zunéchst ein Schritt mit dem expliziten Adams-Bashforth-Verfahren verwen-
det, um einen Pridiktor u!*
Fixpunktiteration uﬁ iterativ berechnet werden. Mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes

kann fiir hinreichend kleine Schrittweite h die Konvergenz hierfiir gezeigt werden.

zu erhalten. Anschliessend kann beispielsweise durch eine

5.2 Nystrom- und Milne-Formeln

Im Gegensatz zu den Adams-Formel kann auch iiber die letzten beiden Intervalle integriert

werden:

tn
u(ty) = u(tp—2)+ f(s,u(s))ds.

tn—2

Die gleichen Techniken wie zuvor fithren jetzt auf die Nystrom-Formeln im expliziten Fall
und auf Milne-Formeln im impliziten Fall. Beispielsweise

e k=1 (Nystrom-Formel):

ul = ol 2hf .

e k =2 (Milne-Formel / Keplersche Fassregel):

h
ul =l o, + g(fnfz +4fn-1+ fa)-

5.3 BDF-Verfahren

Im Gegensatz zur Integration kann man auch die Differentialgleichung direkt im Interpo-
lationspolynom verwenden. Wir bilden das Interpolationspolynom g € P,,, m = k, durch
die Punkte (¢, Un—k), - - -, (tn, up). Da u, noch nicht bekannt ist, benétigt man eine wei-
tere Bedingung. Man fordert daher, dass ¢ die Differentialgleichung (2.1) im Punkt ¢ = ¢,
erfiillt:

q(ta) = [fltn,q(tn)) = f(tusun) = fu-
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In der Lagrange-Darstellung fiir q ergibt sich
k
> unjLi(tn) = fu.
§=0

Dies entspricht wieder der Standardform (5.1) mit a; = hL}(t,) und by = 1, b; = 0 fiir
1<j<k:

M-

AUy, = hfn,

J=0

Per Konstruktion sind die BDF-Verfahren also implizit und damit gut geeignet fiir steife
Differentialgleichungen.

e k=1 (impliziter Euler):

Up —Up_1 = hfn
o k=2 (BDF-2):
3 1
iuz — 2U]T1,:71 + 5”272 = hfn .
o k=3 (BDF-3):
11 1
Fuz —3ul |+ §u£;,2 — guz,g = hfn.

5.4 Abschneidefehler und Konsistenz bei LMSV

Definition 5.2 Unter dem Abschneidefehler (engl.: truncation error) eines LMSV (5.1)
mit Schrittweite h > 0 versteht man die Grifle:

ﬁjf(tnfjv u(tn*j))

3\];-

Il
>l =
[~
Q

.

<

-

3

4

~—
(]~

Jj=0 J=0

Die Begriffe Konsistenz und Konsistenzordnung iibertragen sich direkt aus denen bei ESV,
siehe Definition 3.3.

Lemma 5.3 Fir den Abschneidefehler eines LMSV zu einer AWA mit lipschitz-stetigem
f gilt fir den Fehler e, := u(t,) — ul bei evakten “Startwerten” uz_j = u(tn—j) fir
jed{l,...,k}:

len — ag hry]

lenl

O(h).
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Beweis. Nach der Definition des Abschneidefehlers und aufgrund der vorausgesetzten
Exaktheit an den Stellen ¢,,_; gilt:

k k
hry = Y ajulte;) —hY_ Bif(tnj,utn-;))
3=0 3=0
k
= Z (ajuz_j - hﬁjf(tn*j’ U’Z—j)>
§=0

+ao(u(tn) — ult) + hBo(f(tn, ultn)) — f(tn, ult))
= agen + hBo(f(tn, u(tn)) — f(tn, uﬁ))

Hieraus ergibt sich mit der Lipschitz-Stetigkeit von f und Lipschitz-Konstante L:

h” = hi”f(tnau(tn)) f(tnauZ)”
50

en — an 'hr
n 0

IN

o Flenl

Dies impliziert die Behauptung. a
Fiir LMSV sind die folgenden Koeffizienten von Interesse:

k
Cco = E Oéj,
Jj=0

k
G = Z<i1!(k—j)iaj—(i_11)!(k—j)i_lﬁj>7 ic{l,...,k}.

j=0
Satz 5.4 Ein lineares k-Schritt-Verfahren (LMSV) ist genau dann konsistent mit Konsi-
stenzordnung p € N, wenn fiir dessen Koeffizienten gilt:

co=...=¢c, =0 und cpy1 #0.

Beweis. Der Abschneidefehler 148t sich ausdriicken in der Form:

k

o= Y (Gasult) - B

=0

Fiir die Konsistenzordnung kénnen wir w als beliebig glatt voraus setzen. Wir benutzen
nun die Taylor-Entwicklungen von u(t,—;) und o' (t,—;):

ultng) = 3 (0= ) u (i)

0

%
1
1!

((k = 5)h)"u D (t, ) .

:\
—~
o~

3

d

I
[ 1

@
Il
=)
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Setzen wir dies in obige Formel des Abschneidefehlers ein, so erhalten wir mit der Kon-

vention ﬁ =0
&1 1
D ) M € e (L L Pl s
j=0 i=0
S ) P ) Ll PR
- Lk (57 = ) e
= Zcihi_lu(’) (tn—t)
i=0
Hieraus ergibt sich fiir co = ... = ¢, = 0 und ¢, 41 # 0, dass 72 = O(hP). Die Gegenrichtung
folgt ebenfalls. a
Fiir die Konsistenz geniigt demzufolge die Bedingung ¢y = ¢; = 0 bzw.
k k k
Zaj = 0 und Z(k‘—j)aj = Zﬁj.
Jj=0 Jj=0 Jj=0
Dies fithrt auf die folgende Definition:
Definition 5.5 Zu einem LMSV heiffen
k k
plx) = Zak_jxj und o(x) = Z,Bk_j:zj (5.3)
J=0 Jj=0

das zugehdrige erste bzw. zweite charakteristische Polynom.
Aus obiger Uberlegung ergibt sich also das folgende Resultat:
Korollar 5.6 Fin LMSV ist genau dann konsistent, wenn fiir die charakteristischen Po-
lynome gilt:
p(1)=0 und o(1)=p'(1).

5.5 Null-Stabilitdt bei LMSV

Wir werden sehen, dass bei LMSV die Konsistenz allein nicht ausreicht, um Konvergenz
im obigen Sinne zu erreichen. Um eine notwendige Bedingung fiir konvergente LMSV
herzuleiten, betrachten wir an dieser Stelle die sehr simple Differentialgleichung (2.1) mit
f = 0. Von einem konvergenten LMSV erwarten wir, dass fiir dieses f die diskrete Losung
ul fiir n — oo beschriinkt bleibt, und zwar bei beliebigen Anfangswerten u’(}, ceey UZ Die
Werte uz ergeben sich in diesem speziellen Fall (und der Normierung ag = 1) aus

k
uh = — Zozjuz_j ) n>k. (5.4)
j=1
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Definition 5.7 Ein LMSV heifit null-stabil (oder auch asymptotisch stabil oder D-stabil! ),

. h
wenn alle Losungen u, ...

,ul der homogenen Differenzengleichung (5.4) unabhingig
von h beschrdankt sind.

Wir wollen untersuchen, ob es Losungen der Form u> = A" mit A € C* geben kann. Setzen
wir dies ein in (5.4), so folgt

k k
0 = Y A" = MEY T N o= AEp(N).
j=0 Jj=0

Eine Bedingung dafiir, dass u = A" eine Losung ist, ist also, dass A eine Nullstelle des
ersten charakteristischen Polynoms aus (5.3) ist:

k
p(A) = Zak_j)\j = 0.
5=0

Satz 5.8 Seien \; € C, i € {1,...,v} Nullstellen des ersten charakteristischen Poly-
noms p mit der jeweiligen Vielfachheit p;, so dass >;_, p; = k. Dann sind die k Folgen

(yﬁf’j))neN mit 1 <i<vundl <j<u;, deren Glieder gegeben sind durch

|
(i.J) .— n: AR eN
Un . (n +1— ,7)' ) n 0>

linear unabhdngige Losungen (sogenannte Fundamentallosungen ) der Differenzengleichung

(5:4)-

Auch hier ist die Fakultét von negativen Zahlen als Null definiert: (—7)! = 0 fiir j € N.
Beweis. (a) Zunichst ist zu iiberpriifen, dass hierdurch tatséchlich Lésungen gegeben
sind. Sei hierzu A € C eine Nullstelle von p mit Vielfachheit p;. Wir untersuchen die Folge

(yn)neN mit

n!

n = ——————\", Np.
Y (n+1-7)! net
Um (5.4) zu iiberpriifen betrachten wir:
k k
(n—1)! —1
D = = AT
=0 =0
Fiir j = 1 ergibt sich:
k k k
D = ) a7t = XY o = ARy e N = AR = 0.
=0 =0 =0

!zu Ehren von Germund Dahlquist, 1925-2005, schwedischer Numeriker.
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Fiir j > 2 ergibt sich:

k
D = Zal(n—l)-...-(n—l—|—2—j))\”—l

1=0
k
= Aj_lzal(n—l) (n—1+2—j)An-t+i=i
1=0
dﬂ—l n—k
= )

Nun betrachten wir die Funktion:

k k
Pla) = N p@) = D app” = Y et
=0

1=0
Es gilt:
d k
) = Yl —Dan
1=0
di=1 b N
da:j—lw( ) = Z:al(n—l)...(n—l—i—Q—j)ac”_Jr —J
1=0
Somit gilt:
R Vit
D = X 1d$j_1zp()\)

Da pU=D(X\) = 0 folgt 1~ (X) = 0 und damit D = 0. Also ist y, Losung (5.4).
(b): Lineare Unabhéngigkeit: Fiir die lineare Unabhéngigkeit betrachten wir die Matrix,
die sich aus den Fundamentallésungen an den ersten k Zeitschritten bildet:

k—1
Wy ST
Z Z 1 0 (kfl); k—1
A = y(() Do y;(cfl) = (1—j)!)‘i U (k= ')1)‘7;
V: v V: v 1‘ 0 (k_l)' k—1
l/(() SN yi(gff ) (1—1@)7)‘1/ U =) Y

Diese Matrix entspricht aber genau der, die sich aus dem folgenden hermiteschen Interpo-
lationproblems ergibt: Finde Interpolationspolynom ¢ € P,_; mit vorgegebenen Werten
fiir ¢0)(\;), 0 < j < ;. Daher ist diese Matrix regulir. d



64 M. Braack Lineare Mehrschrittverfahren

Satz 5.9 (Wurzelbedingung) FEin LMSYV ist genau dann null-stabil, wenn fir die Null-
stellen des zugehdorigen ersten charakteristischen Polynoms N = p~1({0}) C C gilt:

(@) XAeN=|N<1
(b) A€ N und|A =1= X einfach.

Beweis. (a) Wir nehmen zunichst an, dass eine Nullstelle A € N existiert mit [A| > 1.
Dann ist u”? = A" Losung der Differenzengleichung (5.4). Nun ist fiir beliebiges 7' > 0 die
Bedingung 0 < t,, < T gleichbedeutend mit 0 < n < Th™!. Damit folgt aber

lim max |u!| = lim max [A"| = lim [A\" = oc.

h—00<t, <T h—00<n<Th~! n—00
Also ist die Losung nicht beschrinkt und damit das LSMV nicht null-stabil.
(b) Im Fall eines Eigenwertes A € N mit |[A\| = 1 und Vielfachheit groBer als 1, gilt
p(\) = p'(A\) = 0. Dann ist aber auch v = n\" eine diskrete Losung von (5.4), denn

k k
Yoy = ) ain— i
Jj=0 J=0
k k
— n)\n—k Z Oéj)\k_j _ )\n—k-l—l Z ()éjj)\k_j_l
3=0 3=0
— n)\n—kp()\) _ )\n—k—i-lp/()\)
= 0.

Fiir diese Losung gilt nun ebenfalls

lim max [v"| = lim max nlA® = limn = oo.

h—00<t, <T h—00<n<Th~1 n—00
Also ist die Losung nicht beschréinkt und das LSMYV nicht null-stabil.
(c) Die umgekehrte Richtung folgt aus Satz 5.8. Jede Losung l&8t sich durch die & un-
abhingigen Losungen linear kombinieren. All diese Losungen sind monoton fallend fiir
|A] < 1 und n hinreichend gro$, oder aber im Fall |A\| = 1 aufgrund der Vielfachheit 1 von
der Form yﬁf ) — A" und damit beschriinkt. a

Satz 5.10 Die Verfahren von Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Nystrom, Milne- Verfahren
sowie die BDF(k)-Verfahren fir 1 <k <6 sind null-stabil.

Beweis. Fiir die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton gilt g = 1 und
a1 = —1. Daher erhalten wir das folgenden ersten charakteristischen Polynom:

padams(N) = AF =T = A1),
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Die Nullstellen sind also A = 0 (mit Vielfachheit £ — 1) und die einfache Nullstelle A = 1.
Damit gilt Null-Stabilitdt nach Satz 5.9. Fiir die Nystrom- und Milne-Formel gilt ag = 1,
a1 = 0 und ap = —1. Folglich gilt:

pysrit(A) = AT =N = AR\ 1)

Die Nullstellen sind also A = 0 (mit Vielfachheit £—2) und die einfachen Nullstelle A\ = £1.
Damit gilt Null-Stabilitdt nach Satz 5.9. Fiir BDF(2) mit der Skalierung oy = 1 gilt:

4 1

A) = Ao+
PBDF(2)(AN) 3 +3

Die Nullstellen ergeben sich zu A =1 und A = % Die BDF-Verfahren fiir 3 < k < 6 lassen
wir als Ubungaufgabe. a

5.6 Konvergenz

Wir fithren jetzt den Konvergenzbegriff fir LMSV ein:

Definition 5.11 Fin k-Schritt- Verfahren heifit konvergent, wenn fir AWA (2.1) mit lipschitz-
stetigem f aus der Konvergenz der Startwerte

lim max |u(to) —ul| = 0
h—00<i<k

auch die Konvergenz fiir alle beschrinkten Zeitintervalle [to,to + T folgt:

li t)—ul| = 0.
fim max Ju(ti) — ;|

Auch hier ist komplexe Arithmetik zugelassen.

Satz 5.12 (Dahlquist) FEine LMSV ist genau dann konvergent, wenn es null-stabil und
konsistent ist. Die Konvergenzordnung entspricht dann der Konsistenzordnung.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Teilen:
(a) Konvergenz = Null-Stabilitit: Wir nehmen an, das LMSV wire nicht null-stabil und

betrachten die AWA mit f = 0 und Anfangswerten uy = 0. Wir hatten im Beweis von
h

~ existieren, die nicht beschrénkt sind.

Satz 5.9 gesehen, dass dann diskrete Losungen w
Insbesondere konnen diese fiir h — 0 auch nicht gegen die exakte Losung v = 0 konver-
gieren. Wichtig ist hierbei allerdings, dass wir die Losungen mit h skalieren, also ué‘ = h\
fir [A] > 1 bzw. u;” = hjMfiir [\| = 1. Fiir h — 0 und 0 < j < k konvergieren diese
Startwerte gegen ug = 0.

(b) Konvergenz = Konsistenz: Man zeigt die Kriterien aus Korollar 5.6, also p(1) = 0

und o (1) = p/(1). Hierzu betrachten wir wieder f = 0 aber mit den Anfangsbedingungen
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ug = 1. Die Startwerte wéhlen wir unabhéngig von h, ndmlich ugl =1 fiir 0 < j < k. Die
diskrete Losung ist damit unabhéngig von h und aufgrund der Konvergenz gilt:
u' = 1 vneN,.

n

Mit der Differenzengleichung (5.4) folgt:

k
oy = —E 7
J=1

Hieraus folgt unmittelbar p(1) = 0. Fiir die zweite Bedingung betrachten wir f = 1 und
ug = 0. Die Differenzengleichung fiir das LMSV lautet nun

.
(M-
()

k
ozjuz_j = hZBj = ho(1).
=0

Andererseits ist p'(1) = E?:o aj(k — 7). Als Startwerte setzen wir u;’ = hjo(1)/p'(1),

0 < j < k. Diese Startwerte sind fiir h — 0 konsistent mit ug = 0. Man priift durch

Induktion leicht nach, dass die folgenden Werte (j > k) ebenfalls gegeben sind durch ué‘ =

hjo(1)/p'(1). Aufgrund der Konvergenz folgt nun fiir festes ¢; € [0, 7], also i(h) = t;/h:
o(1)

o . _ . h _ . . / _ . )
tio= u(t;) = %g%ui(h) = }lbli%hz(h)a(l)//) (1) = o (1) ,?H%)tl'

Es folgt o(1) = p/(1) und damit die Konsistenz.
(c) Konsistenz+Null-Stabilitit = Konvergenz: Wir betrachten die allgemeine AWA (2.1).

Wir fassen die k Werte uZ,...,usz 41 Jeweils in einem Vektor y, zusammen, y, :=
(ul, ... ,uZ_k+1)T. Dann gilt (mit der Normierung ag = 1):
Yn = Ayn-1+hmer

mit der Ubergangs-Matriz, der skalaren GroBe

-1 ... ... —Of
1 0 ... 0 k
A = o M = Bifa
: . 0 =0
0O ... 1 0

und dem Vektor e; = (1,0...,0)T. Fiir den Vektor w,, mit den exakten Werten (w,,); :=
u(t;) gilt entsprechend

w, = Awn_l + h/;?nel )
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mit

Tn = ﬁjf(tn*jvu(tn*j)) + TT}LL .

E

§=0
Fiir den Vektor mit den Diskretisierungsfehlern, e, := w,, — y,, gilt daher
e, = Aen—l + h(ﬁn - ’Yn)el

Somit erhalten wir zunéchst fiir eine beliebige Matrixnorm || - || und vertréglicher Vektor-
norm | - || die Abschétzung:

lenll < llANMlen—1ll + ~[7n = nle.

Hier haben wir die Bezeichnung € := ||e; ||| verwendet. Um || A|| zu beschrénken, bestimmen
wir die Eigenwerte von A. Es gibt nidmlich fiir beliebiges § > 0 stets eine Matrixnorm mit

o(4) < [lAll < o(A) +94.

Im Fall von g(A) = 1 und einfacher Vielfachheit der betragsmifig groBiten Eigenwerte gilt
dies sogar fiir § = 0. Hierzu suchen wir die Nullstellen des charakteristische Polynoms p 4:

—C)q—)\ e O
1 A ... O
pa(A) = det(A— ) = det
: . 0
0 oo 1 =

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt sich wegen o = 1:

k

pa(A) = —(aq + A)( k 1 +Z JOCJ _j
Jj=2

= (=N 4 (=DFa At Z%Ak J

= (=1)*p(\).

Also sind die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen des ersten charakteristischen Po-
lynoms p. Diese sind nach Voraussetzung stets |A| < 1 und die Nullstellen mit [\ = 1
sind einfach. Man kann zeigen, dass eine natiirliche Matrizennorm || - || existiert, so dass
1Al = o(A) < 1. Wir bezeichnen die zugehorige Vektornorm ebenfalls mit || - ||. Dann
folgt:

llenll < llen—1ll + Aln = vnle-
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Wir schétzen jetzt noch |, — 7,| mithilfe der Lipschitz-Stetigkeit von f ab:

k
EZ ‘Bj“f(tn—j?Wn) - f(tn—ﬁu(tn—j))‘ + €|7—7zl|

GWn_Vn‘ <
=0
k
h h
< €Ly |Bjllun ;= ultn—j)| + €lm)|
j=0
h
< c(llwn—all + lwall) + €71,

mit einer von den Parametern 3;,e und L; abhéngigen Konstanten c. Insgesamt erhalten
wir somit

(1= ho)llen]l < (1+ he)llen—1ll + helr,|.
Fiir 0 < h < ¢! dividieren wir beide Seiten durch 1 — he und erhalten

lleall < a+bllenall,

mit
. he h _ p+1
a = OISnnaSXN<1hC|Tn> = O(hPT),
~ 1+he
1= he’

wobei p die Konsistenzordnung des Verfahrens bezeichnet. Das diskrete Gronwall-Lemma
in der Version von Satz 2.19 liefert nun

n(b—1) 1

_ € -
lleall < €@ Dliwol| + “———a.

Nun untersuchen wir den Grenziibergang h — 0. Der erste Faktor ist wegen n = Th™!
und fiir h < 1/(2¢) beschréinkt:

0=l < exp( 2l > < exp(4cT).

1—hc
Die Startwerte verhalten sich wie die Konsistenzordnung, also ||wygl| = O(hP).
=1 1 (1 — he)(em=1) —1) =1 _ 1
R < .
b—1 2hc - 2hc

Da wie oben gezeigt n(b — 1) < 4T'c erhélt man insgesamt
lenll = c1O(P) + cohtORPTY = O(RP).

Hiermit ist die Konvergenz und die Konvergenzordnung p gezeigt. a
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Korollar 5.13 Die k-stufigen Verfahren von Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Nystrom,
Milne-Verfahren sowie fir 1 < k < 6 sind die BDF(k)-Verfahren konvergent. Deren
Konvergenzordnungen sind k fiir Adams-Bashforth, Nystrom, und BDF-Verfahren. Das
k-stufige Adams-Moulton und Milne-Verfahren besitzen Konvergenzordnung k + 1.

Beweis. Die Konvergenz ergibt sich mit vorherigem Satz aus der Konsistenz und der
Null-Stabilitdt. Die Konvergenzordnung entspricht gerade der Konsistenzordnung. Diese
jeweils iiber das Kriterium von Satz 5.4 nachzuweisen, iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
a

Satz 5.14 FEin null-stabiles lineares k-Schritt- Verfahren besitzt die maximale Konvergen-
zordnung k + 1, falls k ungerade, und k + 2 falls k gerade ist.

Beweis. Siehe Dahlquist. a

5.7 A-Stabilitit bei linearen Mehrschrittverfahren

Bei der A-Stabilitdt von Einschrittverfahren haben wir fiir ¢ € C das Dahlquist’sche
Testproblem betrachtet:

Bei LMSV sind die diskreten Losungen hierzu gegeben durch folgende Differenzenglei-

chung:
k k
> ojun_; = ah)_Bjun;,
§=0 §=0
bzw.
k
> (a;—qhBi)ul_; = 0. (5.5)

7=0
Losungen hiervon liefert uns das folgende Lemma.
Lemma 5.15 Sei ® ein LMSV und A € C Nullstelle des Stabilitétspolynoms
po(z;qh) = p(z) — qho(z).

Dann ist ul = \" eine Losung der Differenzengleichung (5.5). Im Fall einer Vielfachheit
> 2 st auch ul' = n\" eine Losung von (5.5).
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Beweis. Der Ansatz ul = \" liefert eine Losung der Differenzengleichung (5.5) genau
dann, wenn

k
= 3 (aj —hgB) A" = A" ’fz@xk T = ahBAtT) = A g (X gh).

7=0 7=0

Fiir A = 0 ist die Differenzengleichung also stets erfiillt. Fiir A # 0 ist notwendigerweise A
eine Nullstelle von pg(+; ¢h). Und ungekehrt liefern Nullstellen von pg(+; gh) Losungen der
besagten Differenzengleichung. Der Fall einer Vielfachheit > 2 ergibt u” = nA" Losungen
geméf der Argumente im Beweis der Wurzelbedingung (Satz 5.9). a

Definition 5.16 Fin LMSV ® heifit stabil fir gh € C, wenn fiir jede Nullstelle N € C
des Stabilititspolynoms pa (-5 qh) gilt:

I\l <1 oder (JA\|=1 und X einfach).
Unter dem Stabilitédtsgebiet versteht man
Se = {ze€C : O iststabil fir z}.
® heisst A-stabil (oder absolut stabil), wenn {z € C : Re(z) < 0} C Sg.

Im Gegensatz zu ESV muss man also bei LMSYV alle Nullstellen A\ des Stabilitdtspolynoms
pa(+;qh) fiir Re(qh) < 0 auf ihren Betrag A (und ggf. auf ihre Vielfachheit) untersuchen.
Die Nullstabilitit enspricht somit der Stabilitét fiir z = 0.

Satz 5.17 LMSV ® mit maximaler Konvergenzordnung gemdfl Satz 5.14 sind nicht A-
stabil, insbesondere besitzen sie das triviale Stabilititsgebiet Sg = {0}.

Beweis. Wir verweisen auf das Buch [3]. a
Also sind geméifl Corollar 5.13 das k-stufige Adams-Moulton und Milne-Verfahren fiir k&
ungerade nicht A-stabil.

Beispiel: Bei der Milne-Formel fiir £ = 2 gilt (w := gh):

pz) = -1,
o(z) = %(z2+4z+1),
p(zw) = p(z)—wo(z) = 22 —1— %w(z2 +4z+1)

= (1-3w)® —dwz—fw—1.

Die Nullstellen A\ von p(z;w) in Abhéngigkeit von w zu finden, ist also nicht ganz einfach.
Wir nehmen hier aber nun einmal an, dass die Nullstellen in differenzierbarer Art und
Weise von w abhéngen. Dies motiviert eine Entwicklung der Form

A = ag+aw+ Ow?).
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Der Koeffizient ag ergibt sich aus den Nullstellen fiir w = 0, also p(A;0) = A2 —1 = 0, bzw.
A = %1. Es gibt also die beiden Moglichkeiten ag = 1 und ag = —1. Setzen wir ag = 1 ein,
so erhalten wir

(1-tw)(1+aw+ O0w?)? — jw(l+aw+Ow?) —tw—-1 = 0.

Die linearen (in w) Terme ergeben:

1 4 1

20w — 3w — 3w —zw = 0,
also a; = 1. Fiir a9 = —1 ergibt sich entsprechend a; = 1/3. Die Eigenwerte haben also
die Form
M o= 14+w+0w?),
Ay = —1+%+(’)(w2).

Fiir sehr kleine Schrittweite A kann man den w?-EinfluB vernachlissigen, so dass sich die
beiden relevanten Eigenwerte verhalten wie A\; &~ 1 + hq und Ay = —1 + hq/3. Nun sieht
man, dass die Bedingung |A; 2| < 1 nur fiir den Punkt hg = 0 erreicht werden kann. Dies
ist ein Indiz dafiir, dass auch hier gilt Sp = {0}. Die Milne-Formel ist nicht A-stabil.

Satz 5.18 Fs gibt kein A-stabiles explizites LMSV. A-stabile implizite LMSV besitzen
die mazimale Konvergenzordnung p = 2. Die Trapezregel (Adams-Moulton k = 2) ist
ein A-stabiles LMSV mit Konvergenzordnung p = 2. Zudem besitzt diese die minimalste
Fehlerkonstante.

5.8 A(a)-Stabilitit

Da die A-Stabilitdt fiir LMSV offensichtlich zu restriktiv ist, wurde schwichere Stabilitéts-
eigenschaften formuliert. Hierzu gehort die A(«)-Stabilitét:

Definition 5.19 Ein konvergentes LMSV @ heifit (A(a)-stabil mit 0 < a < 7/2, wenn
sein Stabilititsgebiet Sg den Sektor S, := {z € C : |w —arg(z)| < a} enthdilt, S, C Sp.
Es heifst A(0)-stabil, wenn es A(«)-stabil ist fir ein o > 0.

Also ist A(m/2)-Stabilitdt dquivalent mit A-Stabilitdt. Bei A(0)-stabilen Verfahren ist
zumindest die reelle Halbachse Sy = R im Stabilitétsgebiet S¢ enthalten. Die A(«)-
Stabilitdt erfordert es, dass fir w € S, das Stabilitédtspolynom pe(z;w) = p(z) — wo(z)
nur Nullstellen A besitzt, deren Betrag kleiner gleich 1 ist. Die Ubertragung des Begriffs
der L-Stabilitdt in (4.3) bedeutet, dass fir Rew — —oo die Nullstellen A von pe(-; w)
gegen Null konvergieren. Die Eigenschaft pg(Ay;w) = 0 ist fiir w # 0 dquivalent mit

p(Aw)

= o(Aw).
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Tabelle 5.1: Ungefihre Winkel « fiir die A(a)-Stabilitét der BDF(k)-Verfahren.
k| 1 2 3 4 5 6
90° 90° 86° T3° 52° 18°

Es folgt dann wegen der Beschrianktheit von p im beschrinkten Einheitskreis:

P(Aw)

w

= lim o(Ay).

Re w——o0 Rew——o0

0 = lim ‘

Fir Rew — —oo entsprechen die Nullstellen von pg(-;w) also denen von o. Um das
Kriterium (4.3) zu erfiillen, darf ¢ also nur Nullstellen im Nullpunkt besitzen, d.h. das
zweite charakteristische Polynom ist von der Form

o(z) = o2,

mit Sy # 0. Dies leisten gerade die BDF-Verfahren, denn hier gilt fiir beliebiges k:

OBDF (k) (2) = 2.

Die BDF-Verfahren sind daher A(«a)-stabil. Der Winkel o hingt aber von der Schrittweite
k ab. Mit wachsendem k wird « kleiner. Siehe hierzu die Tabelle 5.1.



Kapitel 6

Unstetige Galerkin-Verfahren

6.1 Variationelle Formulierung

Wir formulieren die AWA (2.1) um, indem wir die ganze Gleichung mit sogenannten Test-
funktionen ¢ multiplizieren und anschlielend iiber das Zeitintervall I integrieren. Gesucht
ist also ein w € C'(I) mit u(ty) = up und

/I(u’(s) — f(s,u(s)),e(s))ds = 0 Vo e C(I). (6.1)

Hierbei und im Folgenden nehme wir stets den skalaren Fall n = 1 an, da sich alles pro-
blemlos auf den vektorwertigen Fall iibertragen 1&8t. Wihrend die Losung u von (2.1)
klassische Lésung oder auch starke Lisung heisst, heissen die Losungen von (6.1) varia-
tionelle Lisungen.

Satz 6.1 Eine klassische Lisung u von (2.1) ist auch eine variationelle Lisung von (6.1).
Umgekehrt ist eine variationelle Lésung von (6.1) auch klassische Losung u von (2.1).

Beweis. Offensichtlich ist eine klassische Losung auch eine variationelle Losung, da der
Term u/(s) — f(s,u(s)) punktweise verschwindet. Die Umkehrung gilt auch wie folgende
Uberlegung zeigt. Wir beschrénken uns auf beschriinkte Intervalle I. Sei u eine variationelle
Losung von (6.1) und ¢ € I beliebig. Wir wéhlen eine Folge (¢¢) von Funktionen in C(I)
fiir e > 0, € — 0 mit

t+e
we >0, /gpe(s)ds—l, / Ve(s)ds>1—e.
R t—e
Solche sogenannten Dirac-Folgen existieren, z.B.:
o (1) = e 1o((x — t)/e) mit einer stetigen Funktion ¢ : R — R>g mit 1 = ¢(0) =
Jz @ ds.



74 M. Braack Unstetige Galerkin-Verfahren

e Normalverteilungen fiir t = 0:
1 2

pa) = e (-;’)

Fiir eine solche Folge ergibt sich :

0 = lim [ (u/(s) = f(s,u(s)), pc(s))ds

e—0 I
t+e

~ lim ( [ W) = s edods + [l - f(s,u<s>>,so€<s>>ds) .
Fiir das erste auftretende Integral gilt:

/|S—t|> <u’(8) - f(S,u(S))ﬂDE(S»dS

IN

[ = f( )z ) pe(s) ds

ls—t|e

[u" = £ (s u)l oo e -

IN

Im Grenziibergang ¢ — 0 verschwindet dieses Integral daher. Fiir das zweite auftretende
Integral gilt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir ein & mit |t — & | < e:

t+e t+e
/t (W (s) — F(s,u()) ge()ds = ((&) — f(Eeru())) / pe(s) ds

—€ t—e

Dal—e< fttj: ©e(8)ds < 1 und lime_,¢ & = t folgt

t+e
lim (u'(s) = f(s,u(s)), pe(s))ds = u'(t) — f(t,u(t)).
e—0 t—e
Insgesamt folgt damit die Behauptung. d
Nun unterteilen wir das Zeitintervall {9 < ... < ty = t9 + T und verwenden die Teil-

intervalle I, = (tgx_1,tx] fiir k € {1,..., N}. Diese Unterteilung bezeichnen wir mit 7y,
wobei h die Schrittweite bezeichnet. Zu dieser Unterteilung betrachten wir den Raum der
stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen

V(Th) = {p:I—=R: ¢, eCYI,)NnCT,), Vne{l,...,N}}

Hierbei bezeichnet C'(I,,) N C(I,) den Raum der Funktionen, die auf den halboffenen
Intervall I, stetig-differenzierbar sind und zum linken Randpunkt von I,, stetig fortsetzbar

sind. Fiir Funktionen v € V(7},) definieren wir die jeweiligen Grenzwerte und Spriinge

vf = limo(t), v, = limv#), [v, = vl —v,.

" tN\itn t/ "tn
Die zweite variationelle Formulierung (fiir stiickweise glatte Funktionen), die wir betrach-
ten, lautet: Gesucht ist ein u € V(7T}), so dass u(tg) = up und

N N—-1
3 /I<u’<s>—f(s,u<s>>,so<s>>ds+Z<[u]n,sa:> — 0 VeeV(T). (62)
n=1 n=1
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Satz 6.2 Jede klassische Lisung u von (2.1) ist auch eine variationelle Losung von (6.2).
Umgekehrt ist jede variationelle Lisung u von (6.2) auch klassische Lésung von (2.1).

Beweis. Da C'(I) € V(T) und [u], = 0 fiir u € C'(I), ist eine Losung von (6.1) auch
Losung von (6.2). Sei nun u € C'(I) eine Losung von (6.2). Fiir Zeitpunkte ¢ € I, die
kein Gitterpunkt darstellen, folgt u/(t) = f(¢,u(t)) nach dem gleichen Argument wie bei
der stetigen variationellen Formulierung. Es geniigt daher Gitterpunkte ¢ zu betrachten.
Wir wihlen eine Folge von Testfunktionen ¢, mit ¢ (tx) = 1 und lim._,o @e(t) = 0 fiir
alle t # ti. Aufgrund von (6.2) folgt dann [u], = 0 und somit die Stetigkeit von u auf
dem ganzen Intervall I. Die Differenzierbarkeit von u auf den Gitterpunkten folgt aus der
Stetigkeit von f und der Giiltigkleit von «' = f(-,u) auf den Teilintervallen I,,. Folglich
ist u auch Losung von der stetigen Variante (6.1). Mit Satz 6.1 folgt die Behauptung. 0O
Wir definieren nun die Semilinearform

N N—-1
Alu;p) o= Z/I (W'(s) = f(s,u(s)), 0(s)ds + Y ([uln, o) - (6.3)
n=1"""n n=0

Diese ist im zweiten Argument ¢ linear. Bauen wir nun noch die Anfangswerte in den
Raum ein, V (T, up) := {u € V(Tp) : u(to) = uo}, so lautet die unstetige variationelle
Formulierung (6.2) in kompakter Form

u € V(Th,up) : Alw;) = 0 YoeV(Ty).

6.2 Die DG-Verfahren

Wir wihlen jetzt anstelle von V(7p) endlich-dimensionale Unterrdume und formulieren
dadurch diskrete Losungen. Hierzu wéhlen wir stiickweise Polynome vom Grad r > 0:

N
Ve(Tn) = {p€V(Th) : ¢l1, € BVRe{L,...,n}} = @Pr(In) . (6.4)
n=1

Entsprechend ist V,.(Tp, uo) := V;.(Tp) NV (Th, uo). Gesucht ist nun
UeVe(Thuo): AUs9) = 0 Yo eVi(Th). (6.5)
Diese Methode nennt man discontinuous Galerkin Verfahren (kurz DG-Verfahren).

Satz 6.3 Das Verfahren (6.5) ist konsistent in dem Sinne, dass jede klassische Losung u
fir die gilt uw € V,.(Tp,) auch Lisung von (6.5) ist.

Beweis. Jede klassische Losung u ist nach Satz 6.2 auch eine variationelle Lésung von
(6.2) und wegen V,.(T;) C V(T;) dann auch Losung von (6.5). a
Die Idee besteht nun ferner darin, dass man fiir den Raum V,.(7,) eine endliche Basis
B}, » wihlt und die diskrete Losung U in dieser Basis ausdriickt. Hierbei ist die Darstellung
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von V;.(7p) als direkte Summe (6.4) wichtig, denn dies erlaubt es die Funktionen in By,
so zu wahlen, dass sie jeweils nur einen lokalen Trigern besitzen:

N r
Bn, = U U{gom}, wobei supp ¢n; C I, Vi=0,...,7.
n=114i=0

Die diskrete Losung U ausgedriickt in dieser Basis lautet:

Ut) == Y. Unjens(t).

n=1 j=0

Die Uy, ; sind hierbei reelle Koeffizienten. Die Gleichung (6.5) muss nur fiir alle Basisfunk-
tionen gelten, denn A ist im zweiten Argument linear:

N r
AN Unjengiomi| = 0 Vie{0,...,r}vme{l,...,N}.  (6.6)
n=1 j=0

Dies entspricht M = N(r + 1) (i.a. nichtlinearen) Gleichungen fiir M Unbekannten Ko-
effizienten. Aufgrund der lokalen Triger der Testfunktionen lassen sich diese aber auch
darstellen als eine sukzessive Folge von nichtlinearen Gleichungen mit weniger Unbekann-
ten. Wahlt man némlich eine Testfunktion ¢ = ; ,,, dessen Tréger sich ja auf das Intervall
I,, beschrinkt, so ist (6.6) fiir dieses ¢ dquivalent mit der lokalen Galerkin Gleichung

/n (U'(s) = £(s,U(s), e(s))ds + (U yonq) = (Up_p,0-1) (6.7)

tn—1

denn hier gilt ¢;f = ¢(t,). Kennt man U, _,,
formationen von U auf I,, ein (beachte: auch U, | ist bestimmt durch U auf I,,). Mit

anderen Worten: mit der Kenntnis von U, | 148t sich (6.7) auffassen als ein System von

so fliefit in diese Gleichung nur noch In-

(r+1) nichtlinearen Gleichungen fiir die (r+1) Koeffizienten Uy, g, ..., Uy ,. Diese kleineren
Systeme lassen sich sukzessive fiir n = 1,..., N abarbeiten.

6.2.1 DG(0)-Verfahren

Wir wollen hier die Fille r = 0 und r = 1 diskutieren, denn hierbei ergeben sich Varianten
von bereits behandelten ESV:

Im Fall » = 0 betrachtet man auf jedem Intervall nur konstante Funktionen. Die Basis
besteht dann aus den charakteristischen Funktionen ¢, = xi,. Es gilt dann U’ = 0 im
Innern eines jeden Intervalls sowie U:—l = U, und U,_, = U,,—1. Daher lautet (6.7) dann

DGO):  Un— [ f(s.Uds = Uni. (6.8)

tn—1
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Dies entspricht einer Variante des impliziten Euler-Verfahrens, bei dem das Integral ei-
ne etwas andere gestalt hat. Wenn man dieses Integral nun durch eine Quadraturformel
approximiert, z.B. durch

tn
f(s,Un)ds =~ hnf(tn,Un),

tn—1

so erhélt man genau das bereits bekannte implizite Euler-Verfahren:
Un - Unfl + hnf(tm Un) .
Lemma 6.4 Das DG(0)-Verfahren (6.8) ist L-stabil.

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst die A-Stabilitédt: Zur Untersuchung der Stabilitdt von
DG(0) wahlen wir fiir f speziell die lineare Funktion f(¢,u) = Au. In diesem Fall ergibt
sich

Up—h\U, = U,_1

Man erhélt daher die Stabilitédtsfunktion (z = hA):

Das Stabilitidtsgebiet Spe(o) ist gegeben durch die z € C mit [g(z)| < 1, also

Spaey = C\Bi(1).

Somit ist die negative reelle Halbebene in Spg () enhalten und die ist A-Stabilitét.
(b) Die starke A-Stabilitéit ist auch offensichtlich.
(c) L-Stabilitét: Es gilt

. . 1

lim |g(2)| = lim —— =0

Rez——o0 Rez——o0 ’1 — Z’ N

6.2.2 DG(1)-Verfahren

Im Fall » = 1 haben wir einen linearen Ansatz auf den Teilintervallen. U 14t sich daher
auf I,, darstellen durch seine beiden Endwerte Urf_l und U, :

Uity = U +h t—t, 1)U, —U,) firtel,.

Die Ableitung U’ ist auf I,, konstant, U’|;, = h,, (U, — U, ;). Das Test von (6.7) mit der
konstanten Funktion ¢ =1 ergibt:
tn

U, — f(s,U(s))ds = U

n n—1-
tn—1



78 M. Braack Unstetige Galerkin-Verfahren

Das Testen von (6.7) mit der linearen Funktion ¢(t) = (t—t,_1)/hy, ergibt wegen ! | = 0:
tn ln
(U = U )hy! / (s —tn1)ds —h,' [ f(s,U(s)(s —tn-1)ds = 0.

th—1 tn—1

Die Berechnung des ersten Integrals fithrt auf die Gleichung

DG(1): U;—Untl—hi " f(s,U(s8))(s —tp_1)ds = 0. (6.9)
n Jt,—1

Diese beiden auftretenden Integrale approximieren wir jetzt durch die Trapezregel:

f(s,U(s))ds

Q

tn
B (Pt 1, ) + (0 U)

tn—1
/t" F(s,U(5))(5 — ta_1)ds ~ %f(tn,Un_)hi.
tn—1

Dies ergibt die beiden Gleichungen:
_ hy n _ _
Un - ?(f(tn—lv Un—l) + f(tna Un )) = Un—l ’
Uy — Urj—l — f(tn, Ug)hn = 0.

Die Eliminierung von U;'_l ergibt:

hn
U, = U, _;+ 7(k1 + k2) .

hy
k2 = f(tm U,:) = f(tna Un__l + ?(kl + k2))7
ko= a1, Uly) = f(to1,Uy = hoka) = [(tn-1,U,y + ha(3hs — 3k2)) -

Dies entspricht gerade einem impliziten 2-stufigen Runge-Kutta-Verfahren zum Butcher-
Tableau: Man rechnet schnell nach, dass diese RK-Methode die Konsistenzornung 2 besitzt.

DO | DO — DO —
N[ [N = DO —

Allerdings besitzt die DG(1)-Methode (exakte Auswertung des Integrals oder hinreichend
genaue Quadratur) sogar die Ordnung 3 an den Gitterpunkten.

Lemma 6.5 Das DG(1)-Verfahren (6.9) ist stark A-stabil, aber nicht L-stabil.
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Beweis. Das DG(1)-Verfahren (6.9) lautet fir f(t,u) = Au:

_ 2 [
0 = U —U, - h)\/ U(s)(s — ty_1)ds
n tn—1
2 [ .
= Uy U= A /O Uy + by s(Uy = Uy_y))s ds
_2
hy
= (1= 2X\h)U, + (=1 = Ay + 2XR)U,

= U, -U, (%hiUrJLil + %hi(Un_ - U )

Umstellung dieser Gleichung ergibt

A
U~ = n U+
Also lautet die Stabilitatsfunktion
z 3+ =z
9(z) = 1+ 2. —

1— 3z - 3-2z°

Die Bedingung |g(z)| < 1 ist daher dquivalent zu |3 + z| < |3 — 2z|. Dies ist fiir Rez <0
stets erfiillt, was die A-Stabilitdt impliziert. Da

. . 13 + 2| . |z 1
lim |g(z)] = lim = lim — = -,
Re z—00 Re z—00 ‘3 — 22| Re z—o00 ’22| 2
folgt die starke A-Stabilitdt und die nicht-Giiltigkeit der L-Stabilitat. a

6.3 Losbarkeit der nichtlinearen Gleichungen

Lemma 6.6 (Young’sche Ungleichung) Fiir alle a,b € C und p,q € (1,00) mit 1/p+
1/q =1 gilt:

1 1
jab] < —fa]” + ~[b]7.
p q

Beweis. Es geniigt den Fall a,b € RT zu betrachten. Hier benutzen wir die Tatsache,
dass der Logarithmus in RT™ monoton wachsend ist, so dass die Behauptung fiquivalent ist
zu

1 1
In (ap + bq> > In(ab).
p q

Diese Ungleichung ergibt sich aber, da der Logarithmus zudem konkav ist:

11 1 1
In ap—i—bq) > —In(a?) + = In(b?) = In(a) + In(d) = In(ab) .
(pq Lin(a?) + S 1n(b) = n(a) + 1a0) = )
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g
Héufig wird diese Ungleichung verwendet, um ein Produkt zweier Gréflen nach oben durch
die gewichtete Summe der Quadrate abschétzt. Dabei kann ein Summand beliebig klein
gemacht werden.

Korollar 6.7 Seien a,b € C. Fiir beliebiges € > 0 gilt:
€ 1
b < =la®>+ =p)?.
ab| < Sl + ol
Beweis. Man benutzt die Young’sche Ungleichung fiir @’ := y/ea und b’ := b/\/e. a

Satz 6.8 [Diskrete Sobolev’sche Ungleichung] Es existiert eine Konstante C, so dass fiir
beliebige a,b € R, a < b, und alle u € P, fiir die Supremumsnorm gilt:

b 1/2
ey < c( / \u/<t>\2<t—a>dt+\u<b>12) .

Beweis. Wir betrachten zunéchst die folgenden beiden Normen auf dem Raum F,:

Ha”LOO(O,l] = Sup |ﬂ($)|,
z€(0,1]

= ([ P+ a<1>|2)1/2 .

Dass dies tatséichlich Normen auf P, sind, verifiziere man in einer Ubungsaufgabe. Da nun
P, endlich-dimensional ist, sind diese beiden Normen &quivalent, also

luloe < Clul  vu e P(0,1],

mit einer Konstanten C'. Nun erfolgt ein sogenanntes Skalierungsargument, bei dem wir
diese Ungleichungauf ein allgemeines Intervall (a,b] iibertragen. Hierzu fithren wir die
affin-lineare Transformation ® : P, — P,. u— ®u=:uein (h:=b—a):

wt) = a((t—a)/h) bzw. a@) = u(a+hi).

Es gilt mit ¢t = a + ht:

i) = =ut) = —=wula+ht) = W(a+ht)h = ' (t)h.
B = i) = Luarnd) = ot iD= ()

Mit Substitution dt = h,dt folgt daher

lulzo@py = Ul < Clul
1
= c(/ [ (4) |t dt + \u(b)]2)
0

) 1/2
_ (D 2R2(t — a)h 2 w(b)|? .
_ C(/a’ (O)2h2(t — a)h~2dt + | <b>\>

Dies ist gerade die Behauptung. a

1/2
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Satz 6.9 Sei f lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante Ly. Dann liefern die DG(r )-Glei-
chungen (6.5) fir h < (yLg)™! stets eine eindeutige Losung U € V,.(Ty,). Hierbei ist y > 0
eine nur von r abhdngige Konstante.

Wie der folgende Beweis zeigt, kann v := /C(1 + C) gewihlt werden mit der Konstante
C aus der diskreten Sobolevschen Ungleichung (Satz 6.8).

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass jeder einzelne Zeitschritt (6.7) wohldefiniert ist.
Hierzu gehen wir in mehreren Schritten vor.
Schritt 1: Wir formulieren die Abbildung V¥ : P,.(I,) —: P.(I,), V — U = ¥(V), die
gegeben ist als Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:

Jwaaswiiety = [ VO @+ Ve Vee RL).
Dieses lineare System ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn es fiir das homogene System
/ <W/7 90> dt + <W'r—:_—17 90:;—1> =0 VSO € PT(ITL)

In
nur die triviale Losung W = 0 gibt. Um dies zu sehen, wahlen wir ¢ = W und erhalten
/ W' Wydt+ W, > = 0.
I,
Wegen
[y = 5 [ SwRde = 0w P - WP
L 2/, dt 20" neth

erhalten wir
1 _
SUW P+ W) = o

Dabher folgt zunéichst W, = W, | = 0. Jetzt withlen wir als Testfunktion ¢ = (t—t,_1)W’
und erhalten wegen gpj{fl =0:

0 = / (W' (t —tp)W)dt = [W/|2(t — tp_1)dt.
I, In
Da t —t,_ 10 fiir t > t,_1, folgt W/ = 0. Insgesamt gilt damit W = 0.
Schritt 2: Diese Abbildung ¥ definiert uns nun eine Fixpunktiteration
Ukt = wu®)y,

Sofern diese Iteration konvergiert, liefert sie als Grenzwert U := limj_,~ U®) eine Losung
von (6.7) auf dem Intervall I,,. Die Konvergenz gegen einen eindeutigen Fixpunkt weisen
wir jetzt mittels des Banachschen Fixpunktsatzes nach. Dazu geniigt es zu zeigen, dass
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U auf R™! bei festem V. _, eine Kontraktion ist. Hierzu mufl man die Schrittweite h,
hinreichend klein wéhlen.
Schritt 3: Wir zeigen nun fir V,V € P.(I,) mit V,_, =V~ und U :=¥(V) —¥(V) in

der Maximumsnorm auf I,
[Uloo = 1%(V) = ¥(V)|oe < hnVL]V = V]so,

so dass die Kontraktionseigenschaft aus der Bedingung an h,, folgt. Das diagonale Testen
mit ¢ := U (dhnlich zum Schritt 1) fithrt nun bei dem inhomogenen System aufgrund der
Lipschitz-Stetigkeit von f auf:

SV 0P = [ (v - £V 0),0)de
I,

IN

L/In \V(t)—V(@)||U|dt

LhalV = Vlso|Ulloo

IN

1 ~ €
< ;GLZh%HV V% + §||U||§o :

Im letzten Schritt haben wir die Young’schen Ungleichung aus Lemma 6.6 benutzt und gilt
daher fiir beliebiges € > 0. Wieder wie im Schritt 1 testen wir nun mit ¢ := (t — t,,—1)U’.
Dies liefert nun mit nochmaliger Anwendung der Young’schen Ungleichung:

Ut =ty 1) dt < /L|V—X~/\|U’|(t—tn1)dt
I In

1 ~
< / <L2|V—V]2+\U/|2) (t —t,_1)dt.
21

n

Umordnen und Multiplikation mit 2 ergibt:

/IU'\Q(t—tn-l)dt < L2/1 IV = V2t — tp_1) dt

n

IN

1 ~
SRV = VI
Kombination dieser Resultate ergibt

(L+ ) LR3IV = VI + 51U -

N =

1
§\U512 + [ Ut —ty1)dt <
In

Die diskrete Sobolevsche Ungleichung von Satz 6.8 liefert nun mit der Wahl ¢ = C~!:

A

N
Wi < (gt [ 0Re- o)

< ol

- 1
5 1+ C) PRIV = VIZ + 51U
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Dies impliziert mit 2 := C (1 + C)
[Ulos < LAV = Voo -

|
Der folgende Satz liefert die Existenz von Losungen fiir den Fall von dissipativen AWA
gemif} Definition 3.14 fiir beliebig grosse Schrittweiten h:

Satz 6.10 Die AWA (2.1) sei dissipativ mit [(t) < —a < 0 firt € I und f sei lipschitz-
stetig. Dann besitzt das DG-Verfahren (6.5) fir beliebige Schrittweiten h, > 0 stets eine
eindeutige Losung.

Beweis. Ausgangspunkt ist die lokale Galerkin-Gleichung (6.7). Wir definieren
g:Vi(I) = Vi(Ip-1), Up — gWU,)=U,_,.

g(Up) ist also ein konstantes Polynom, dessen Wert gegeben ist durch die lokale Galerkin-
Gleichung

b/TL<U%8)—jK&lNSDvw($>dS+<Uﬁ;p¢ﬁ;ﬂ — Uty

th—1

Andersherum ist zu gegebenem U, U,, Losung der Gleichung g(U,,) = U,,—1. Wir zeigen
nun fiir g die strikte Monotonieeigenschaft gem&fl Definition 3.16 beziiglich des folgenden
Skalarproduktes auf V;.(1,,):

tn
UV, = / (U(s),V(s)) ds + (UF 1, Vi)

tn—1

Aufgrund der einseitigen Lipschitz-Bedingung fiir f erhalten wir fiir z,y € V,.(I,,) und
e:=x—y:

(9(z) — 9(v). €)1, = /”<a+ﬂaw—fww»@w+w4¢w

tn—1

1 [t d o
:/‘dﬁfﬁ—/ (F(s,2) = [(s,9)€) ds + ey, |

2 th—1 tn—1

> {f”dnwd /%l@nwd+n+u2
— — e S — (& S (&
N 2 t'nfl dt tn 1 nl

1, fn
> SleP-leta) +a [l ds+ P
n—1
L2 + 2 e
> slePrleaP) o[ s,
n—1



84 M. Braack Unstetige Galerkin-Verfahren

Der verbleibende Ausdruck auf der rechten Seite stellt eine Norm auf dem Raum V(1)
dar. Da in diesem endlich-dimensionalen Raum alle Normen &quivalent sind, folgt die
Monotonie

(9(x) —9(v) &), > Aleli, )

fiir jede beliebige Normen auf V,.(I,,). Die (von der jeweiligen Norm abhéngige) Konstante
v ist stets positiv, v > 0. Die eindeutige Losbarkeit folgt nun aus Satz 3.17. a

6.4 A priori Fehleranalyse

6.4.1 Das DG(0)-Verfahren zur Berechnung von Stammfunktionen

Wir betrachten hier exemplarisch eine AWA | bei der die rechte Seite f unabhéingig ist von
u, also:

A1) = f) tel=(01],
u(0) = wup.

In diesem Fall ist u die Stammfunktion von f. Diese AWA ist dissipativ geméfl Definiti-
on 3.14 mit Konstante [ = 0, denn (f(t) — f(t),z —y) = 0. Daher liefert die Verwendung
des impliziten Euler Verfahrens mit Satz 3.19 folgende Abschétzung fiir den Fehler an den
Gitterpunkten, e, := u(t,) — up,

1
< = " 00 ) .
Jax fen] < 5T max {hnfu” |z, } (6.10)

Wir erhalten also fiir das impliziten Euler Verfahren eine obere Schranke fiir den Fehler,
der linear mit der Zeit T wéachst und in den die zweiten Ableitungen von u, bzw. die ersten
Ableitungen von f, einflielen.

Wir vergleichen dies nun mit dem DG(0)-Verfahren. Bei exakter Integration (was in
der Praxis nicht immer méglich ist) gilt (mit der Konvention U, = U,;)

UTL - Un_—l + / f(s) dS .
In
Somit ergibt sich rekursiv an allen Gitterpunkten
en = up—Up = up1+ | f(s)ds—Up = up—1 —Up—1 = up—Up = eg.
In

Wenn der Anfangsfehler verschwindet, eg = 0, so verschwindet der Fehler also an allen
Gitterpunkten. Diese (schone) Eigenschaft gilt allerdings nur unter der Annahme der obi-
gen rechten Seite f, die unabhéngig von w ist. Spéter werden wir aber sehen, dass sich
an den Gitterpunkten eine sogenannte Superkonvergenz einstellt, d.h. an diesen speziellen
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Punkten ist die Ordnung hoher als die blofle Interpolation erwarten lisst. Innerhalb der
Intervalle, t € I, gilt jedoch

wlt) —U®t) = un— tnf(s)ds—Un _— tnf(s)ds,

und somit gilt bei exakter Integration

le@I < hnlflreoqr,y = Pnlv'lzeor,) -

Im Vergleich zum Fehler beim Euler-Verfahren (6.10) erhalten wir zwar die gleiche Kon-
vergenzordnung in Bezug auf die Schrittweite h,, (ndmlich 1. Ordnung), aber es geht der
lineare Faktor der Zeit nicht ein. Bei einer numerischen Quadratur des Integrals gilt dies
nicht mehr, da stets ein Fehleranteil auftauchen wird, der mit der Zeit anwachsen kann.
Ein weiterer Unterschied zwischen dem impliziten Euler und DG(0) ist, dass nur die erste
Ableitung von u anstelle der zweiten Ableitung einfliefen. Dies gilt auch fiir das DG(0)-
Verfahren mit numerischer Quadratur. Bei der Verwendung der Mittelpunktregel:

U, = U;,l + hnf(tn—l/Q) )

mit t,,_1 /5 = (tn—1 +tn)/2, lautet der Quadraturfehler bekanntermaflen
1 3 £
| < B i

f f(s)ds — hnf(ty_1/2)

Damit ergibt sich

1
lenl < Henflll+ﬂhf’lIIU"'||Loo(zn)-

Durch Rekursion erhélt man an den Gitterpunkten

A

N
1
lenl < leol + 57 32 A" li<(r,)
n=1

1
leol + 5T max(Aalu” Iz (1,)) -

In Kombination mit dem Fehler innerhalb der Teilintervalle ergibt sich damit:

1
el < leol + o (Wlimiry + 5 Thalt” ey )

Fiir verschwindenden Anfangsfehler und hinreichend kleine Schrittweite,
24| | Lo (1,,)
" Tl o1,

erhalt man insbesondere
) < 2 max (h ! S
lelpee(ny < 1<n<N( wl oo (r,))

also wieder die Ordnung O(h), aber mit geringerer Regularititsanforderung an f als fiir
Einschrittverfahren.
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6.4.2 Galerkin Orthogonalitit

Satz 6.11 Seiu € V(Ty) die Losung des (kontinuierlichen) Variationsproblems (6.2) und
U € V,.(Ty,) die (diskrete) DG-Lésung von (6.5). Dann gilt die Galerkin Orthogonalitiit:

Alusp) = AUs;0) = 0 Vo e Vi(Th).

Im Fall einer linearen AWA, also f(t,u) = A(t)u(t) + b(t), mit einer Matriz-wertigen
Funktion A(t), gilt sogar

Alw—=Usp) = 0 Vo e Vi(Th).

Beweis. (a) Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus V,.(7;,) C V(7;,) und der Subtrak-
tion der beiden Gleichungen (6.2) und (6.5).
(b) Im Fall einer linearen AWA gilt

ftu() = fU®) = Al)(u(t) - U(1)).

Die Behauptung ergibt sich nun aus (a) und der Bilinearform A in (6.3). a

6.4.3 A priori Abschéitzung fiir nicht dissipative Probleme

Zunéchst benotigen wir ein Hilfresultat, dass wir im folgenden auf jedes Teilintervall an-

wenden werden, also J = I,,.

Satz 6.12 Sei J = [a,b], r € Ng und u € C"T1(J). Es existiert genau ein Polynom p € P,
mit der Figenschaft

p(b) = u(b) wund /J(p—u)qd:x =0 VgeP_;.

Ferner besitzt der Fehler u—p in J mindestens r+1 Nullstellen und erfillt die Abschdtzung

1
(r+1)!

lu —plrec@py < (b—a) T u | o) -
Im Fall » = 0 ist die Orthogonalitidtsbedingung keine tatsédchliche Bedingung, da P_; nur
das Nullpolynom enthélt.

Beweis. (a) Die Behauptung ist fiir 7 = 0 trivial, womit wir im folgenden r > 1 anneh-
men konnen. Ausgehend von einer Basis von P, fithrt die Orthogonalitéitsbedingung auf
ein lineares Gleichungssystem mit r 4+ 1 Freiheitsgraden und r Bedingungen. Die Normie-
rungsbedingung p(b) = u(b) ist eine weitere lineare Gleichung, so dass man insgesamt ein
quadratisches LGS erhélt. Fiir Existenz und Eindeutigkeit geniigt es daher zu zeigen, dass
das homogene System, also u = 0, nur die triviale Losung p = 0 erlaubt. Sei also p eine
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solche Losung. Dieses Polynom besitzt dann einer Nullstelle im Punkt b. Folglich kénnen
wir diese Abspalten, so dass ein Polynom p € P,._; existiert mit der Darstellung

p(x) = plx)(b—=z).

Nun wéhlen wir ¢ := p in der Orthogonalitdtsbedingung, also

0 = /Jpqdw = /ab(b—a:)ﬁQ(a:)dw.

Da der Integrand nicht-negativ und stetig ist, folgt (b—2)p?(x) = 0 fiir alle x € [a, b]. Dies
impliziert p = 0 und in seiner Konsequenz auch p = 0.

(b) Analog zu (a) folgern wir zunéchst, dass p—wu mindestens r + 1 Nullstellen in J besitzt:
Gebe es lediglich k£ < r Nullstellen &1, ...,&, € J, so liele sich p — u in J darstellen in der
Form

k

(p-w) = []@-&@),

=1

mit einer oEdA stetigen positiven Funktion g > 0. Das Polynom ¢(x) = Hle(x —&;) liegt

in P._q, so dass aus

k
0 = /J(p—u)qd:v = /]il;[l(x—éi)Qg(x)dx

g = 0 und folglich p = u folgt.
(c) Aus (b) folgt, dass p auch als Knoteninterpolierende von u an r+ 1 Punkten aufgefasst
werden kann. Fiir polynomiale Knoteninterpolation kennen wir die Approximationsgiite:

(b= a) M u | poo () -

lu —plrec@py < 1)

d

Satz 6.13 Im Fall einer lipschitz-stetigen AWA mit Lipschitz-Konstante Ly gilt fiir den
Fehler e = u—U des DG(r )-Verfahrens fiir hinreichend kleine Schrittweite hy, < (2C*yLy)~L:

lelzeey < Cryrr max (h:z+1||u(r+1)||L°°(]n))7

mat ewner nur von Lg,r und T' abhingigen Konstante Cp, ;7.

Beweis. Wie fiir Galerkin-Verfahren typisch spalten wir den Fehler e auf in einen In-
terpolationsfehler ¢ := u — Ipu und einen sogenannten Projektionsfehler n := Ipu — U.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt

lelzoey < 1€lzocry + Inllzoo(ry -
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Als Interpolation wéhlen wir Iru € V,.(7;,) folgendermaBien: Ipulz, ist gerade das eindeutig
definierte Polynom aus Satz 6.12. Somit gilt

€l ey <  max, |u = Inul poo(1,,)

1
+1y, (r+1
< o (G e )

Es geniigt daher den Projektionsfehler |n| noch entsprechend zu beschréinken. Zur Be-

handlung des Projektionsfehlers ist wichtig, dass er im diskreten Ansatzraum liegt, also
n € Vi(Tp). Wir verwenden nun die diskrete Sobolev’sche Ungleichung aus Satz 6.8 auf
jedem Teilintervall (mit der Notation n,, := n(t,)”):

1/2
iy < </ (¢ t—adt+|nn\2) .

(a) Abschiitzung von |, |?: Um die beiden auftretenden Terme auf der rechten Seite ent-

sprechend zu kontrollieren, verwenden wir zweimal partielle Integration sowie die Tatsache

& =0

/I (), ) dt + ()t o) = - / (T, @) dt + {(Tyw) o)

In

- /1 (u, @) dt + ((Inu), , )

= / (u', ) dt — (&, s om) + (un—1,0_1)

In

= /1 (f(t,u), @) dt + (up—1,0, 1)

Die Galerkin Gleichung (6.7) besagt gerade

/<U,so>dt+<Un Lo = /<f<t,U> ) dt+ Uy 1ot 1)
I, Iy

Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert dann wegen u,—1 —U,_; = (1, hu);_l

U1 =M1
|ttt = [ () = 60+ et
Testen dieser Gleichung mit ¢ := 7 ergibt

/ Gf ) dt+ I 1P = /I (Fltw) — FOU), ) de+ iyt

n

IN

1 _ 1
Ly [ = Ullaldi+ gl + S
I
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Wegen [, (,n) =5 [, F(n1*) = 5(Iny 1> = In,}_,[?) folgt
< 2y [ u=Ullnlde+ 2

Per Rekursion gelangen wir fiir beliebiges ¢ > 0 zu

tn n
2 < ﬂd/gthYMMts 215 S I — Ul oo Il
k=1

IN

e 'L Zh Ju— U”%oo(lk) +6”77||%°°(t0,tn)'

(b) Abschitzung von [, |7’ (t)|2(t — a) dt: Wir setzen ¢ := n/(t — t,—1) und erhalten nun
wegen ¢ | =0 aus () und der Young’schen Ungleichung:

/“WPu—mq»w - /<ﬂuw—wa%ﬁ@—m4»ﬁ
In Iy

IA

[ Lolu= vl ety at
1

1
/1 Lfc|uU|2(ttn1)dt+2/I 10 [2(t — tn_1)dt.

IN

2

Also:
/ 0/ P(t = tn-1))dt < Lfc/ lu—U(t = ty_1)dt
In I,
1
< §L}hi||u — Ulfee(r,)
(c) Die Kombination aus (a) und (b) ergibt:

1 _
||77”%oo(1) < C? <2L% 1<SUEN}Z721HU—U”%00(In e 1LY Zh Ju— U”%oo(]k) +6”77“%00(1)) :

Durch die Wahl € := %C_Q erhalten wir

N
||77||%<>o(1) < C2L3@ <1SUP hilu— U7 Ik)+c2zh Ju— U“%oo(lk)) :
k=1

Fiir Schrittweite hy < (2CLg)~1

1
7y < 2lu= Ultoo(ry +C'L7 Zhllu Ul ooz -
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(d) Fiir den Gesamtfehler erhalten wir

lu = Ulieery < 20€l7oe(ry + 20l

A

N
1
< 2é) ey + glu— Ul ooy +2C* L3> hilu— Ul oo -
k=1
bzw. unter der Bedingung hy, < (2C%Ly)~ %

N
lu = Ul ooy < A3y +4C LD hilu— Ul ooy,
k

—

= 1
< 4||£||%oo(1) +4C L3> hjlu — Ul\ioouk) + §||u - Ulliooun) :
k

Il
—

Nun wenden wir noch das diskrete Gronwall’sche Lemma an und erhalten mit A := max hy:

xp (8C*LITh) €71

lu = Ulioeiry < 8e
< 8exp (4C%LfT) €] 0epy -

Zusammen mit der Abschétzung des Interpolationsfehlers ||y erhalten wir die Be-
hauptung mit der Konstanten Cp, ., 1 := ﬁ exp (202LfT) . a
6.5 A posteriori Fehlerkontrolle

6.5.1 Duales Problem

Sei u die Losung der AWA (2.1) und U die zugehorige DG(r)-Losung. Zudem bezeichne
D f;(t,z) die Jacobi-Matrix von f bzgl. z an der Stelle (¢,z). Der Diskretisierungsfehler
sei wir gewohnt bezeichnet mit e := u—U. Wir definieren uns zunéchst die Matrix-wertige
Funktion B, r/(t) mittels

B,ut)W(t) = /01 Df(t,U(t) + Xe(t))W(t) dX.
Lemma 6.14 FEs gilt:
Buy(tle(t) = f(t,u(t)) = f(tU({1)).
Beweis. Sei t € I fest aber beliebig. Dann definieren wir

g(A) = Dfa(t,U(t) + Ae(t))e(?),
GO\ = fLU®) + Ne(t)).
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Offensichtlich ist G eine Stammfunktion von f, denn G’(\) = g(A\). Dann folgt nach dem
Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

1
Buy(tle(t) = /0 gN)dx = G(1) = G(0) = f(t,ult)) — f(t,U(1)).

Nun betrachten wir die folgende lineare AWA, die eigentlich ein Riickwértsproblem dar-
stellt, denn es sind Enddaten gegeben:

—2'(t) = Byu(t)z, 0<t<T, (6.11)
AT) = en/lexl (6.12)

Die Enddaten sind also gegeben durch den Fehler des Vorwérts-Problems zum Endzeit-
punkt. Um diese AWA auch diskret zu formulieren betrachten wir die Bilinearform

N
Lu,U(W7§0) = Z/I <W/_Bu,UVVv<P>dt+ 07900 +Z nu(pn :
n=1v""n

Die adjungierte Bilinearform lautet nun nach partieller Integration

LZU(Z ®)
= LuU (PaZ)
N-1
= Z/ _Bu,U90>dt+ 9005 +Z naZ+
In n=1
N-1
= Z(/I <_Z, BuUZ 90>dt+< n,@n>_<Z;_1,CPZ_1>> 07$00 +Z naer—i_>
n n=1
N—-1
= Z/ B uZ,oydt+(Z7,01) + > ((Ziiasenir) — 00y Z1))
n=1
N-—1
- Z /1 BiuZoghdt— 3 (Zalon) + (Znwion).
n=1

Die variationelle Formulierung von (6.11)-(6.12) lautet nun folgendermafen: Gesucht z €
V(Tp) mit 23, = ey/|exy| und

wu(ze) = (Zhey) Ve eV(Th). (6.13)

Die zugehérige diskrete DG(r)-Losung Z von (6.11)-(6.12) ist gegeben durch Z € V,.(Ty)
mit Z3; = ey/|ey| und die Gleichungen

wu(Zo) = (Zh,oN) Ve eVi(Th).
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6.5.2 A posteriori Fehlerdarstellung

Lemma 6.15 Sei z € V(Ty,ug) die Losung des dualen Problems (6.13). Dann gilt fiir
den Fehler e = u — U zum Endzeitpunkt im primalen Problem

lexy] = —A(U;z—Ip2),
fiir eine beliebige Interpolierende Iz € V,.(Tp).

Beweis. Wir wihlen als Testfunktion ¢ := e in (6.13) und erhalten

|€&| = <ZJ—~\_[’€J_V> = LZ,U(Z)G) = LU,U((E?Z)
N-1

N
= 3 [ = Buvm bt + (o) + 3 (s
n=1v"n

=1

3

N N—1
-y / € = ftu) — F(LU), 2t + (e, )+ S (el )
n=1 In n=1

= Ai(u;z) — A(U; 2).

Im letzten Schritt haben wir e; = 0 ausgenutzt. Da A(u;z) = 0 und mit der Galerkin-
Orthogonalitét folgt die Behauptung. a
Dieser Satz besagt also, dass wir den Fehler berechnen kénnen mittels Kenntnis von U und
z. Hierbei sei angemerkt, dass z im Fall von einem nichtlinearen f auch von u abhéngt.

6.5.3 A posteriori Fehlerschranke

Nun wollen wir eine obere Schranke fiir den Fehler erstellen. Hierzu verwenden wir fiir das
Residuum der AWA die Bezeichnung

o(U)(t) = f(t,U()-U'(t).
AuBerdem verwenden wir zwei Arten von L2-Projektionen IL,, II,. : C(I) — V(7). Diese
sind dadurch defininiert, dass auf jedem Teilintervall I,, gilt:

/(u—HTu,q) =0 VYq € P,
I,

(ﬁTu):{_l =, und / (u—Tyu,q) = 0 Vg€ Pr_q,
In

Satz 6.16 Im Fall einer lipschitz-stetigen AWA gilt fiir den Fehler e = uw — U zwischen
der klassischen Lisung w und der DG(r)-Lisung U :

N

@  lenl <3 oU) = T 10(U) | 1 /I |2 — Tz dt
n=1 n

0)  lexl < € max (5 o(U) ~ Tooro0)]imy) -

@  lexl < € max B (halo(U) ~ o)<y + U]
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mit von v, Ly und T abhdingigen Konstanten C.

Beweis. (a) Wir gehen aus von der Fehlerdarstellung aus Lemma 6.15 und wéhlen als
Interpolation I, := 1I,.:

ley| = —A(U;z —1I,2)

N N-1
_ Z/f O(U),2 = T2yt + 3 (U], (2 — TL2)5)
n=1v""n n=0
Aufgrund von 2z = ﬁrz:{ gilt und der Orthonalitdtsforderung an ﬁr erhalten wir:

N ~
en] = ;/ln@(U)—HT_lg(U),z—Hrz>dt

IN

N
S 10(0) = Tso@)lieqry | 1o =Tzl at.
n=1 n
(b) Man kann zeigen:
lz —ILz|dt < Crhitt [ |2 |dt < CrCshit?.

In In

Hierbei bezeichnet C7 eine Interpolationskonstante und Cg eine Stabilitdtskonstante.
(c) folgt durch Verwendung von Lemma 6.15 und der Interpolation I, := II,:

lenl = —AU; 2z —1L2)
N N-1
_ Z/I O(U),2 = T2y dt + 3 (U, (2 — TL2)5)
n=1v""n n=0
Wegen (I1,0(U), z — I, z) = 0 und ... folgt
N N-1
lexl < > lo(U) - HTQ(U)”LOO(In)/I |2 = ozl dt + Y [[Ulall(= = T2)F ]
n=1 n n=0
Die analoge Approximationseigenschaften von II, wie in (b):

/z—l’[rz|dt < CrCshi*?,
I,

|(z = I2) 1|

IN

|2 = Wzl poer, ) < CrCshiiy,

fiithren nun auf

N
lenl < CiCs >R (hallo(U) = T o@)lzx(r,) + [UTn-11)
n=1
< CrOsT max Iy (hale(U) = Ty o(0) o1,y + [V
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ad

Durch genauere Analyse kann man zeigen, dass hy,|o(U)—~11.0(U)| o< (r,) asymptotisch sehr
viel kleiner ist als |[U],,—1|. Daher wird in der Praxis hiufig der vereinfachte Fehlerschitzer

eyl ~ n = CiCs Y _ |[U].]

verwendet. Eine adaptive Schrittweitensteuerung basiert in diesem Fall einfach auf der
Auswertung der Sprungterme |[U],,|. Die Konstanten C7 und Cg sind fiir die lokale Schritt-
weitensteuerung dann unerheblich.



Kapitel 7
Randwertaufgaben

In den Anwendungen treten neben den Anfangswertaufgaben und Differential- Algebraischen
Gleichungen noch andere Arten von Differentialgleichungen auf, insbesondere Randwert-
aufgaben. Hiervon gibt es zahlreiche Typen, die jede fiir sich charakteristische Schwie-
rigkeiten beinhalten. Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir nur auf eine kleine Klasse
solcher Randwertaufgaben eingehen, ndmlich den Sturm-Liouville-Problemen.

7.1 Sturm-Liouville-Probleme

Unter einem Sturm-Liouville-Problem versteht man ein Randwertproblem 2. Ordnung
in einer Raumdimension in einem Intervall I, dass wir hier der Einfachheit halber als
I :=(0,1) C R setzen, der Form

—(au) + b/ +cu = f zel, (7.1)
u(0) = a, u(l) = pB. (7.2)

Hierbei bezeichnen a € C1(I) und b, ¢, f € C(I) Funktionen mit a > ao > 0 und ¢ > 0. Die
Parameter «, 3 € R sind beliebig. Gesucht ist ein u € C%(I) N C(I), dass diese Gleichung
16st.

7.2 Variationelle Formulierung

Wir setzen zunéchst homogene Dirichletdaten voraus:
u(0) = u(l) = 0. (7.3)

Wir benutzen nun wie gewohnt eine Unterteilung von I in N (jetzt offene) Teilintervalle
I, = (tp—1,t,) und definieren hierzu den Funktionenraum der stetigen und stiickweise
stetig differenzierbaren Funktionen

V = {vec):v|;, € C'T,), v(0) =v(1) =0}.
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Die Ableitungen koénnen also an den Randpunkten der Teilintervalle stetig fortgesetzt
werden. Auf diesem Raum definieren wir das Skalarprodunkt

(w,0) = /qu dx

sowie die Bilinearform
Alu, ) = (au,¢") + (bu' + cu, ).

Dadurch, dass die Ableitungen an den Teilintervallgrenzen jeweils (von einer Seite be-
trachtet stetig) fortgesetzt werden konnen, ist die Bilinearform fiir u, ¢ € 1% wohldefiniert,
selbst wenn die Ableitungen v’ und ¢’ an den Teilintervallgrenzen nicht stetig sind. Die
zugehorige variationelle Formulierung lautet:

ueV: Alu,p) = (f,9) VoeV. (7.4)

Satz 7.1 Jede klassische Lisung u € C?(I) von (7.1)-(7.8) ist auch eine Liésung der
variationellen Formulierung (7.4) und umgekehrt ist jede hinreichend regulire variationelle
Lésung u € C*(I) von (7.4) auch klassische Lésung von (7.1)-(7.3).

Beweis. Sei zuniichst v € C2(I) klassische Losung. Dann gilt auch u € V. Durch
partielle Integration und wegen ¢(0) = ¢(1) = 0 erhalten wir

(—(a),g) = - / (aY, ) di

= /I(GUC ¢y dx — a(1)u/(1)p(1) + a(0)u'(0)¢(0)

= /(au’, o) dx
I
= (av/,¢).

Zusammen mit der Multiplikation mit einer Testfunktion und Integration iiber I fiir die
verbleibenden Terme erhalten wir (7.4).

Sei nun u € C?(I) eine variationelle Losung. Wir wihlen jetzt Testfunktionen ¢ €
Ce(I) C V und erhalten wieder per partieller Integration

/(—(au’)’+bu'+cu,gp>dz = —/(f,<p>da; Vo e C§o(I) .
I I

Da C§°(I) dicht liegt in C(I) bzgl. der L*-Norm, folgt hieraus die Differentialgleichung
(7.1) punktweise fiir alle z € I. a
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7.3 Schwache Ableitungen und der Sobolevraum H'(0, 1)

Wir wollen nun einen erweiterten Ableitungsbegriff einfiihren. Unter dem Trager supp ¢
einer Funktion ¢ : I — R fiir ein (nicht notwendigerweise beschrianktes) reelles Intervall I
verstehen wir die abgeschlossene Menge

suppp = {xz el : p(x)#0}.
Die Menge der C*°-Funktionen mit kompaktem Triger bezeichnen wir im folgenden mit
D) = C°(I) = {ueC>®() : suppu kompakt}

Definition 7.2 Unter der Menge der lokal L'-integrierbaren Funktionen tiber eine Menge
Q C R”™ versteht man

L (Q) == {f:Q=R: fxxk € L'(Q) VK CQ kompakt.}
wobei x i die charakteristische Funktion auf der Menge K bezeichnet.

Definition 7.3 Zuu € L}, .(I) heifit eine Funktion w € L}, (I) verallgemeinerte/schwache
Ableitung von u, wenn

/uupdx = —/ucp'dx Vo € D(I).
I I

FEine solche Funktion w bezeichnen wir dann mit u'.

Lemma 7.4 Fiiru € C*(I) ist die verallgemeinerte Ableitung identisch mit der klassichen
Ableitung.

Beweis. Ergibt sich unmittelbar aus partieller Integration. a
Definition 7.5 Unter dem Sobolev-Raum H*'(I) versteht man
HYI) = {ueL*(I): 3 e L*(1I)}.
In dieser Definition ist u’ selbstversténdlich als schwache Ableitung zu verstehen.
Satz 7.6 Der Raum H*'(I) wird zusammen mit dem Skalarprodukt

(w,0) gy = (u,0) + (v, 0")

zu einem Hilbertraum. Der Raum C1[0,1] liegt dicht in H(I).
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Die zugehorige Norm lautet

1/
[l = <“vu>}tl/l2(1) = (’|UH%2(I)+HUIH%2(I))

Die variationelle Formulierung (7.4) lisst sich auf Funktionen aus H'(I) ebenso anwenden.
Die Dirichletbedingungen an u erfordern es jedoch, dass man Punktwerte von u besitzt.
Zunichst ist aber nicht klar, dass diese in H' iiberhaupt existieren, denn L?-Funktionen
besitzen nicht notwendigerweise Punktwerte. Man kann jedoch zeigen, dass der Spurope-
rator v : C1[0,1] — R, yu = u(0), folgende Abschitzung erfiillt

yul < Clulgiy — Yue C0,1].
Da C0,1] in H'(I) dicht liegt, existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung
v:HYI) = R.
Die Stetigkeit besagt dann gerade
W(O)] == |yul < Clulgm — Yue H(I).

Der Wert u(0) ist daher zu verstehen als das eindeutige Bild dieses Spuroperators. Das
analoge gilt fiir den rechten Randwert u(1). Folglich macht es auch Sinn, den folgenden
Unterraum zu betrachten:

V = HYI) := {uec HYI):u(0)=u(l)=0}.

Satz 7.7 (Ungleichung von Friedrich) Es ezistiert eine Konstante C, > 0, so dass
fiir alle w € HE(0,1) gilt

lulrz01) < Crlvlrz,) -

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir C1[0, 1]-Funktionen u. Wie kénnen
aufgrund der Stetigkeit des Spuroperators v(0) = 0 annehmen. Es gilt dann die Darstellung

Hieraus folgt

1
el = max [u@] < [ W)ldy = Wi < Il

Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass C*[0,1] C L?(0,1), und der Cauchy-
Ungleichung. Integration auf beiden Seiten ergibt:

1
[lagn < [ Tlbepnde = Il < Wiy-
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Damit ist die Behauptung fiir C*-Funktionen gezeigt. Die Behauptung fiir u € Hg(0,1)
folgt nun wieder aufgrund der Dichtheit von C1[0,1] N H}(0,1) in H}(0,1) und der Ste-
tigkeit der auftretenden Ausdriicke. Im Fall des Einheitsintervalls (0, 1) ist die Friedrich-
Konstante also sogar Cr = 1. d

Korollar 7.8 Die Halbnorm | - ‘H1(071) ist eine Norm auf H}(0,1), die dquivalent ist zu
| -l £1(0,1)- Ferner ist

1
(W, 0) g1y = /0 u'v' dz
ein Skalarprodukt auf HZ(0,1), dass die Norm | - |F1(0,1) induziert.
Beweis. Aufgrund von der Friedrich’schen Ungleichung (Satz 7.7) gilt

||U||%11(0,1) = HU||%2(0,1) + ||U,”%2(0,1)
(1 +CP)' 7201y
< (14 CP)lulin .-

IN

Insgesamt folgt |u'[12(0,1) < [ulmi(o1) < Clu'|120,1) und somit die Aquivalenz der Nor-
men. Das (-, -) Hi(0,1) €in Skalarprodukt darstellt ist einfach zu iiberpriifen. Ferner sieht
man unmittelbar

(u, U)Hg(o,l) = HU/||%2(0,1) :

Satz 7.9 Der Raum H{(I) wird zusammen mit dem Skalarprodukt

(u, U>H3(I) = (ula U,)

zu einem Hilbertraum. Der Raum C[0,1] liegt dicht in H(I).

Beweis. Hierbei sind zwei Dinge zu beweise: (a) (-, -) (1) bildet tatséchlich ein Skalar-
produkt und (b) H}(I) ist vollstéindig. Die Eigenschaft (a) ist eine direkte Folgerung aus
der Ungleichung von Friedrichs. Die Vollsténdigkeit ist eine Folgerung aus der Vollsténdig-
keit von H!(I) und der Stetigkeit des Spuroperators. a

Dies wird der Raum sein, in dem wir letztendlich die variationelle Formulierung betrachten:

ueV: Alu,p) = (f,9) VpoeV. (7.5)
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7.4 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Der Einfachheit betrachten wir zunéchst den Fall a = 1, b = ¢ = 0. Die Bilinearform lautet
dann

A(u,) = (W, ¢). (7.6)
Hierbei fallt auf, dass diese Bilinearform gerade das V-Skalarprodunkt darstellt:
A(u, ) = (w9 g -
Somit ldsst sich das Problem auch folgermafien formulieren:
weV: (u,o)v = (f,9) VoeV. (7.7)

Lemma 7.10 Sei H ein reeller Hilbertraum und f € H'. Dann sind die folgenden Pro-
bleme dquivalent:

(@) weH: (u,¢)n= (f,¢) VoeH
(b) weH: J(u)z]qf}réigt](v),
zum Funktional J(v) == %|v|3; — (f,v).
Beweis. Eine Losung u des Problems (b) ist charakterisiert durch

Jw) < J(u+tw)

fiir alle w € H und alle t € [0,1]. Nun gilt aber

Ju+tw) = J(u)+ t;HwH%/ + t(u,w) — t{f,w).
Daher ist das Problem (b) dquivalent zu
weH: o} +ww)~(fu) < 0 VeeH, Ve,
bzw. zu
ue H: (u,w) < (f,w) Ywe H .

Da mit w € H auch —w € H, ist dies genau dann der Fall, wenn Problem (a) erfiillt ist. O

Satz 7.11 (Riesz’scher Darstellungssatz) Sei V' ein reeller Hilbertraum und f € V.
Dann besitzt das Problem (7.7) eine eindeutige Losung uw € V und es gilt |uly = | f]v-.
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Beweis. (a) Existenz: Das Funktional J aus Lemma 7.10 ist nach unten beschrankt:

1 1 1 1
J) = Sl = 1ol = Svlv = 1flv)* = S1FR = =515
Daher existiert eine Minimalfolge (ug)gen in V' mit
lim J = inf J —00.
d ) = (o) > e
Ferner bildet diese Folge eine Cauchyfolge, denn die Parallelogrammgleichung liefert uns

lum —unlt = 2Jum]? + 2un]? = Jum + ual®
= AJ(um) +4J(upn) — 8J ((um + upn)/2)
4J () + 4J (up) — 8 in‘f/ J(v).
ve

VAN

Der Grenziibergang m,n — oo ergibt

hgloo”um_un”%/ <0

und somit die Cauchy-Eigenschaft. Da V' als Hilbertraum vollsténdig ist, konvergiert diese
Folge gegen ein u = lim,,_,o uy, € V. Aufgrund der Stetigkeit von J folgt

J(u) = lim J(u,) = inf J(v).

n—o00 veV

Nach Lemma 7.10 ist u eine Losung des betrachteten Variationsproblems (7.7).
(b) Eindeutigkeit: Sei nun 4 eine weitere Losung von (7.7). Dann erfiillt die Differenz u—u
die Gleichung

(u—1u,¢)y = 0 VoeV.
Setzen wir insbesondere ¢ = u — @ folgt |u — @[% = 0, also u = 4.
(©) lulv = [flv:
{f,v) (u, v)v

I flv: = sup = sup = Julv.
ozvev vV ozocv ||V

Hierbei folgt die letzte Gleichung aus der Cauchy-Ungleichung:
(w,0)v < vl ulv
sowie mittels der Wahl v := u:

sup (u,0)y > Julf .
0#veV

ad

Satz 7.12 Die variationelle Formulierung (7.5) fir die Bilinearform (7.6) besitzt fiir be-
liebige rechte Seiten f € L*(I) stets eine eindeutige Losung u € Hg(I).

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Riesz’scher Darstellungssatz, da
man f als Funktional auf V auffassen kann, also f € V. a
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7.5 Galerkin Methode

Sei nun V ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum, f € V' ein lineares Funktional und
AV xV — R eine Bilinearform. Die Grundidee einer Galerkin-Methode zur Losung eines
variationellen Problems der Form

ueV: A(u,v) = (f,v) YoeV

besteht darin, dass man den Hilbertraum V ersetzt durch einen endlich-dimensionalen
Raum V;, C V. Hierbei bezeichnet h einen Parameter, der die Feinheit der Diskretisierung
beschreibt. Die approximative diskrete Losung bezeichnen wir mit uy,:

up € Vi, : A(uh, Uh) = (f, Uh) Yo, € Vy, . (7.8)
Charakteristisch ist fiir eine Galerkin-Methode die sogenannte Galerkin-Orthogonalitét
A(u — Up, ’Uh) = 0 Yo, € Vy, . (79)

Man beachte, dass hier als Testfunktionen v, nur Funktionen aus V} eingesetzt werden
diirfen. Unter Finiten Elementen versteht man nun eine besondere Klasse von endlich-
dimensionalen Raumen V},. Zum einen soll eine Basis von V}, existieren, die einen kleinen
Triger besitzt; zum anderen sollen die Funktionen lokal eine einfache Struktur haben.
Dies legt es nahe, stiickweise Polynome zu verwenden. Wir werden uns nun zunéchst
Finite Elemente ansehen, die aus stiickweise linearen Funktionen bestehen. Dies entspricht
gewissermaflen der einfachsten Klasse von Finiten Elementen.

Definition 7.13 Unter einer Finite Elemente Methode versteht man ein Variationspro-
blem (7.8) mit einem endlich-dimensionalen Raum Vy, der aus stickweisen Polynomen
besteht. Man spricht von konformen Finiten Elementen, wenn fir den Finite Elemente
Raum Vy, gilt, Vi, C V. Anderenfalls spricht man von einer nicht-konformen Finite Ele-
mente Methode.

Existenz und Eindeutigkeit liefert das folgende Korollar:

Korollar 7.14 Das Variationsproblem (7.8) mit der Bilinearform A aus (7.6) und mit
konformen Finiten Elementen besitzt stets eine eindeutige Losung.

Beweis. Da Vj, C V' als endlich-dimensionaler Teilraum immer vollsténdig ist, ist auch
Vi, ein Hilbertraum. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt nun wieder aus dem Darstel-
lungssatz von Riesz (Satz 7.11). a



7.6 Lineare Finite Elemente in 1D 108

7.6 Lineare Finite Elemente in 1D
Wir zerlegen das Intervall [0, 1] in n Teilintervalle Iy, = [xp_1, xx| mit hg = z — Tp_1,
O=xo<1 <22<...<2,=1.

Wir bezeichnen den Raum der linearen Funktionen auf einem Intervall I mit P (). Un-
ser Finite Elemente Raum wird nun aus stetigen und stiickweisen linearen Funktionen
bestehen:

Ph71 = {UEC[O,l]:U‘[kEPl(Ik)VkI:l,...,n}.

Der diskrete Raum kann also beispielsweise als Vj, = P 1 gewéhlt werden. Diese Finiten
Elemente werden auch Courant-FElemente genannt.

Lemma 7.15 Der Raum Py ist ein H'-konformer Finite Elemente Raum.

Beweis. Fiir den Nachweis der Konformitit ist P, 1 C H'(I) zu zeigen. Wegen C[0,1] C
L*(I) folgt Py1 C L*(I). Sei up, € Pp 1. Dann ist uj, stiickweise konstant und damit auf I
L?-integrierbar. Also uj, € H(I). a
Ein v € V}, ist eindeutig definiert durch seine Knotenwerte v(zy), k = 0,...,n. Umgekehrt
kann man zu beliebigen n + 1 Knotenwerte genau eine Finite Elemente Funktion v € V},
finden. Es gilt dim V}, = n + 1.

Entsprechend ist der zugehorige Finite Elemente Raum Vj,, mit stiickweisen linearen
Polynomen zum affinen Raum V, = g + H}(0,1):

th = Ph,l N ‘/g
= {veC[0,1] : v(zg) = go, v(zn) =91, v|1, € Pi(Ix) VE=1,...,n}.
Zum Raum V}, existieren verschiedene Basen. Unter der Lagrangebasis versteht man in die-

sem Fall die “Hiitchenfunktionen”, die an den Knoten x; nur die Werte 1 oder 0 annehmen.

Die “inneren” Basisfunktionen lauten

T — Tp—1

o= X X k=1,.. -1
¢k(x]) I, (x) Th— Th 1 + Ik+1( )$k+1 S, ) T )
wahrend die an den Randern durch
. r1 — o r — Tp-—1
po(z) = Xh(:c)xl o und  on(z) = Xi, () P

gegeben sind. Hierbei bezeichnet X ; die charakteristische Funktion zum Intervall J. Fiir
den Trager dieser Funktionen gilt

supp ¢, = I U x4 k=1,...,n—1,
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sowie supp ¢g = I; und supp ¢,, = I,. Die Losung u kénnen wir nun durch diese Basis
darstellen

up(x) = Zukék(aﬁ)
k=0

Die Koeffizienten uy, sind gerade die Knotenwerte uy, = up(xg). Das diskrete Variations-
problem (7.8) mit homogenen Dirichletwerten 148t sich nun auch formulieren in der Form

n—1

Jj=1

da die Knotenwerte am Anfang und Ende des Intervalls zu Null gesetzt werden miissen,
also ug = u, = 0. Dies entspricht einem linearen Gleichungssystem

AU = b,
mit dem Knotenvektor U = (u1,...,u,_1)", rechter Seite b = (by,...,b,_1)7, bx = (f, dx)
und der Steifigkeitsmatriz A = (aij)iyjzlr_’n_l.
7.6.1 Steifigkeitsmatrix
Die Koeffizienten der Steifigkeitsmatrix sind
aij = Adj,¢i)-

Da die Tréger der Basisfunktionen ¢ lokal sind, ist die Steifigkeitsmatrix diinn besetzt.
Insbesondere gilt fiir | — j| > 1 im Fall der Bilinearform (7.6):

1
0y — /0 & (2)¢(z) dx = 0.

Da wir hier stiickweise lineare Finite Elemente betrachten, sind die Ableitungen ganz
besonders einfach, ndmlich stiickweise konstant:

/ —1 / —1
¢i|li = hi ) gZ)i|fi-4-1 = _hi+1'

Fiir die Diagonaleintrige 1 < i <mn — 1 ergibt sich daher

1 x; Ti4+1
auzﬁdeMWaLﬂmmwwé+wmmm

= hhi?+hig1(hi1)"? = hi +h.

i

Die Nebendiagonaleintriage ergeben sich zu

1 Ti4+1
amw=Awwmmm=/+wmmmm

i

= hi+1(_hi_+11hz‘_+11) = _hi_+11‘
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Aus Symmetriegriinden gilt in diesem speziellen Fall a;11; = a;;41 = —hiy1. Insgesamt
erhalten wir daher folgende (n + 1) x (n + 1) Matrix

hit —hit 0 .
~hyt Rt Rgt Ryt 0
A = 0 ’ ‘
0 e —ht Bt
Im Fall einer dquidistanten Unterteilung h = hy = ... = h,, erhalten wir
1 -1 0 0
. -1 2 -1
A = —
h 0
2 -1
0 -1 1

Man beachte, dass in diesen Matrizen noch keine (Dirichlet-) Randbedingungen enthalten
sind. Im Vergleich zur Finiten-Differenzen Matrix erhalten wir also bis auf die Skalierung
mit h dieselbe Matrix,

Argymy = hArDM -

7.6.2 Lastvektor

Die rechte Seite b = (by,...,b,—1) besteht aus den Komponenten

1
by = /O F(2)du(a) do

Tk Tk+1
= hpt / f(z)(x — zp—1) dz + h,;il / fl@)(xpyr — ) dx.
Tp-1 x

Diese Integrale lassen sich fiir allgemeines f nicht exakt numerisch integrieren. Man muf
sich daher Integrationsformel bedienen. Hierbei ist eine ausreichende Genauigkeit zu be-
denken. Wir wenden nun einmal exemplarisch die zusammengesetzte Trapezregel an, die
exakt ist, wenn f eine lineare Funktion ist. Da ¢ an den Integrationspunkten xj_; und
Tr41 bereits verschwindet und im Punkt i den Wert 1 annimmt, reduziert sich dann die
Approximation fir k =1,...,n— 1 auf

by,

%

11 41
hy, lihk(o + fap)(@n — p—1) + hily ST (F(@r) (@1 — 2 +0)

= %f(xk) (hg 4 higr) -
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Im Fall einer dquidistanten Gitterweite h also insbesondere
b, ~ hf(zy) = hoiPM.

Auch die rechte Seite entspricht also bis auf Skalierung mit h der Finite-Differenzen rech-
te Seite b PM | Insgesamt sind also die FDM und die FEM Methode mit linearen Finiten
Elementen auf dquidistanten Gittern dquivalent, sofern wir die rechte Seite mit der Trapez-
regel integrieren. Wir sind aber hier in der Lage, genauere Integrationsformel zu nehmen,
etwa dann, wenn f stark fluktuiert.

7.6.3 Massematrix

Neben der Steifigkeitsmatrix A tritt auch hiufiger die sogenannte Massematrixz auf. Diese
beschreibt die Steifigkeitsmatrix fiir 0.ten Ordnungsterme, wie sie beispielsweise in der
Gleichung —u” + u = f auftauchen:

M = (mij)ij=1,..,m, My = (¢5,¢)-
Die Massematrix ist stets symmetrisch. Wie man leicht nachpriift, lautet sie im Fall von
P;-Finiten Elementen:

2(h1 -+ hg) ho
ho 2(/12 + hg) h3

hn—2 2<hn—2 + hn—l) hn
hn—l 2hn

Im Fall eines dquidistanten Gitters reduziert sich dies zur Tridiagonalmatrix

h
M, = Etridiag(l,él,l).

7.7 P.-Elemente

Wir hatten bislang nur lineare Finite Elemente betrachtet. Es ist naheliegend auch stiick-
weise Polynome von hoherem Grad zu verwenden. Dies fithrt auf die P.-Elemente, wobei
r > 1 den lokalen Polynomgrad angibt.

Phﬂ‘ = {UEC[O,l]2U|]k€PT(Ik)Vk:1,...,n}.

Wir wollen fiir quadratische Elemente, » = 2, die Lagrangebasis angeben. Normalisiert auf
das Intervall [0, 1] lauten die drei Basisfunktionen (vgl. auch Abb. 7.1):

o1(x) = 2<x—;> (x—1),
po(x) = —dx(x—1),

bax) = 2 <x—;> .
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phi_ 1 ——
phi_2 .
08 L phi_3 ------2 |
0.6 B
0.4
0.2
0 -~
0.2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 7.1: Lagrangebasis der quadratischen Finiten Elemente P» normiert auf das
Einheitsintervall.

7.8 A priori Abschitzung

Zunéchst wollen wir den Diskretisierungsfehler zwischen der kontinuierlichen Lésung v € V/
und der diskreten Losung uy, € V}, in Verhéltnis setzen zum sogenannten Approximations-
fehler

inf — .
nf lu —vn|v

Der Approximationsfehler ist also das beste was wir erhoffen kénnnen. Wir kénnen in
diesem Abschnitt h < 1 voraussetzen, da man i.d.R. an dem Fehlerverhalten fiir kleine
Gitterweiten interessiert ist. Das folgende Lemma besagt, dass wir durch eine Galerkin-
Methode diesen Approximationsfehler bis auf eine Konstante erreichen, sofern die Biline-
arform V-beschrankt und V-elliptisch ist.

Lemma 7.16 (Cea’s Lemma) Die Bilinearform A:V xV — R auf einem Hilbertraum
V' erfiille folgende Eigenschaften:

e H-beschrénkt, d.h. es existiert eine Konstante a; > 0, so dass

|A(u,v)] < aq|ulv|v|v Yu,v eV,

e H-elliptisch, d.h. es existiert eine Konstante ag > 0, so dass

Alu,u) > asful? YueV.
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Ferner sei Vi, C V' ein Teilraum. Dann gilt fir den Diskretisierungsfehler zwischen der
kontinuierlichen Lésung u € V und der “diskreten” Liésung up € Vj:

ay o,
— < — inf — .
o=y < S inf fu—only

In der Regel ist V}, ein endlich dimensionaler Teilraum von V. Daher nennen wir die Losung
uyp, diskret und sprechen von Diskretisierungsfehler.
Beweis. Aufgrund der Elliptizitit gilt

awllu—upll < A(u—up,u—up).
Nun verwenden wir die Galerkin-Orthogonalitét (7.9)
A(u —up,wp) = 0 Ywp € Vy, .

Zu gegebenem aber beliebigem v, € V;, wahlen wir wy := up — v, € V3 und erhalten
aufgrund der Linearitét von A(-,-) im zweiten Argument

agfu — uh”%/ < A(u—up,u —up) + Alu — up, up, — vp,)

Au —up,u—vp) < arfu—uplv|u—uvyly .

Teilen wir nun beide Seiten durch as|u — up |y, so erhalten wir die Behauptung. a
Der Approximationsfehler ist i.d.R. nur sehr schwer zu bestimmen. Eine obere Grenze
liefert aber der Interpolationsfehler |u — Ppuly, mit einem Interpolationsoperator

P,V =V,.
Es gilt selbstverstédndlich

inf |u—wv < |u— Pru|v.
Jof Ju—vply < | nulv
Nun kommen verschiedene Interpolationen in Betracht, die wir spéter auch diskutieren
werden. Mithilfe der sogenannte Knoteninterpolierenden kénnen wir aber folgenden Satz
zeigen.

Satz 7.17 Unter den gleichen Voraussetzungen an die Bilinearform A :' V. xV — R
wie im Cea’s Lemma (7.16) mit V = H'(0,1) und der zusdtzlichen Bedingung an die
kontinuierliche Losung u € H?(0,1) gilt fiir den Diskretisierungsfehler mit linearen Finiten
Elementen

lu —unlgiony < Chlu”|L2(0,1) - (7.10)

Die Konstante hingt von den Beschrinktheits- und Elliptizititskonstanten in der Form
C ~ aj/ay ab.
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Beweis. Nach Cea’s Lemma geniigt es zu zeigen, dass ein vy, existiert mit
"
lu —vnlar) < Crhfu’[r20,) -

Die Existenz eines solchen vy, folgt aus dem Interpolationsfehler der sogenannte Knoten-
interpolierende vy, = Ij,u, die fiir u € H?(0,1) folgendes erfiillt:

lu — Inul 20,1y + hlu — Tnulmiory < Crh?|u”lr201) -

Den Nachweis dieser Eigenschaft iiberlassen wir der Vorlesung “Finite Elemente”. a
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